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Résumé

Un graphe étant un ensemble d’objets liés par une certaine relation typée, le probleme
de "modularisation” des grands graphes (qui revient a leur partitionnement en classes)
peut, alors, étre modélisé mathématiquement en utilisant I’Analyse Relationnelle. Cette
modélisation permet de comparer sur les mémes bases un certain nombre de criteres de
découpage de graphe c’est-a-dire de modularisation. Nous proposons une réécriture Rela-
tionnelle des criteres de modularisation connus tels le critere de Newman-Girvan, Zahn-
Condorcet, Owsinski-Zadrozny, Condorcet pondéré, Demaine-Immorlica, Wei-Cheng, la
Différence de profils et Michalski-Goldberg. Nous introduisons trois criteres : la Modu-
larité Equilibrée, I'Ecart & I'Indétermination et I'Ecart & 'Uniformité. Nous identifions
les propriétés vérifiées par ces criteres et pour certains criteres, notamment les critéres
linéaires, nous caractérisons les partitions obtenues via leur optimisation dans le but de
faciliter leur compréhension et d’interpréter plus clairement leurs finalités en y associant
la preuve de leur utilité dans certains contextes pratiques. Les résultats trouvés sont testés
sur des graphes réels de tailles différentes avec ’algorithme de Louvain générique.

Mots-clefs

Modularisation, critéres de modularisation, modularité, classification, communautés,
Analyse Relationnelle Mathématique, graphes, réseaux, algorithme de Louvain

Modelling and extensions of mathematical Relational
Analysis to complex networks clustering (graphs)

Abstract

Graphs are the mathematical representation of networks. Since a graph is a spe-
cial type of binary relation, graph clustering (or modularization), can be mathematically
modelled using the Mathematical Relational analysis. This modelling allows to compare
numerous graph clustering criteria on the same type of formal representation. We give
through a relational coding, the way of comparing different modularization criteria such as:
Newman-Girvan, Zahn-Condorcet, Owsinski-Zadrozny, Demaine-Immorlica, Wei-Cheng,
Profile Difference et Michalski-Goldberg. We introduce three modularization criteria: the
Balanced Modularity, the deviation to Indetermination and the deviation to Uniformity.
We identify the properties verified by those criteria and for some of those criteria, spe-
cially linear criteria, we characterize the partitions obtained by the optimization of these
criteria. The final goal is to facilitate their understanding and their usefulness in some
practical contexts, where their purposes become easily interpretable and understandable.
Our results are tested by modularizing real networks of different sizes with the generalized
Louvain algorithm.

Keywords

Modularization, modularization function, modularity, clustering, communities, Math-
ematical Relational Analysis, graphs, networks, Louvain algorithm
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Introduction générale

Il existe aujourd’hui un renouveau incontesté de ’analyse des graphes. Ce renouveau
s’explique essentiellement par I’engouement tres actuel, lié a I'impact des ”Réseaux So-
ciaux” dans les comportements relationnels communicants de nos contemporains, utili-
sateurs de média digitaux (portables, smart phones :‘i-Phone’, smart tablets : i-Pad, PC
books etc..). En effet le développement des réseaux sociaux comme : FaceBook, Twitter,
Flickr, Plaxo, Linkedln.. etc, et plus généralement des réseaux P2P (pairs a pairs) a rajouté
un niveau supplémentaire de complexité a celles déja créées par les approches exploratoires
du Web en mode recherche d’information.

Or qui dit ”"graphe” sous- entend “relations” ou liens entre nceuds ou sommets du
graphe qu’on appelle aussi ”arétes” (en cas de non orientation du lien, ou ”arcs” dans
le cas contraire), et qui dit "relations” préfigure leur analyse au moyen d’outils tels que
I’Analyse Relationnelle, puisque c’est justement la vocation de cette discipline. Ceci jus-
tifie d’autant, (on le verra plus avant), que par le biais de I’analyse Relationnelle 1'on
s’intéresse en profondeur a ce sujet et que, des lors, soient identifiées au sein de I'analyse
des grands graphes et des grands réseaux, des thématiques qui sont en ligne directe avec les
méthodologies, les approches et les criteres qui seront évoqués dans les chapitres suivants.

L’une des difficultés de I’étude de ces réseaux et graphes du ”Net” réside dans 1'ef-
fet taille associé a des problématiques bien définies mais complexes, tels les processus de
"navigation”, de ”cheminement”, de "modularisation” au sein de ces grands graphes (on
qualifie aujourd’hui ces difficultés liées a la taille des problemes précédents d’effet ”Big
Data”). Cependant sans minimiser nullement les problemes d’exploration des pages URL
du Web a des fins de recherche d’information, par des algorithmes du type ”PageRank”
(Google), une grande difficulté résiduelle persiste néanmoins, celle relative a la ”modulari-
sation” de grands graphes (on parle également & ce sujet de recherche de ”communautés”
dans les réseaux).

En effet dans les grands réseaux, la détection de sous-ensembles de sommets (ou nceuds)
plus systématiquement et densément connectés entre eux qu’avec les autres, appelés dans
le jargon ”Social Média” des ”communautés” (c’est-a-dire des ensembles d’individus qui
échangent plus particulierement entre eux), est un probléeme rémanent que I'on retrouve
également dans différents types de domaines, n’ayant pas grand-chose a voir avec les
réseaux sociaux, tout au moins au niveau des disciplines impactées.

Ainsi en Biologie Moléculaire (I'interaction entre protéines), en Informatique (la re-
cherche d’informations dans des réseaux sémantiques ou sur le Web d’une fagon générale),
dans les réseaux d’infrastructure IT (recherche des zones de connexion les plus denses en
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vue de les isoler en Cyber Sécurité, appelée également analyse topologique des vulnérabilités
d’un réseau), la recherche des zonages de tarification dans les réseaux de transports ou
les réseaux de communications téléphoniques, la programmation en mode ”clusters mo-
dulaires”, appelée ” Cluster Programming ou Cluster Computing” utilisant les partition-
nements modulaires en clusters des codes développés, etc.. relevent toutes de la méme
problématique qu’on peut traduire en langage de la Théorie des Graphes sous des inti-
tulés variés comme : "recherche de classes dans un graphe”, ”partitionnement optimal
de graphe”, ” modularisation optimale de graphes”, ”"recherche de communautés”, cette
derniere expression caractérisant plus particulierement le domaine des réseaux sociaux.

C’est I'intitulé : "modularisation optimale de graphe” que nous avons choisi, comme
représentatif de ’ensemble car il évoque de fagon sous-jacente la notion de "module” qui
correspond assez bien au but que 1’on s’est fixé, a savoir décomposer en sous-éléments ou
sous ensembles, gérables et analysables, les grandes structures de réseaux, qui prises dans
leur forme brute d’origine, sont particulierement difficiles voire impossibles a appréhender
dans leur entiereté.

Le fait qu’il s’agisse de trouver des classes homogenes (& fort partage de liens) dans
un graphe, nous renvoie, bien entendu, a la notion de ”partitionnement” de structures en
classes disjointes (partition vraie) ou en classes chevauchantes (un individu, en 'occurrence
ici un nceud ou un sommet ', pouvant appartenir & deux classes différentes, voire plus, on
parle alors de "recouvrement”). L’obtention de ce résultat nécessite que I’on dispose d’un
"bon” critere, qualifiant le processus de partitionnement, afin de 'optimiser en fonction
de considérations a la fois globales et contextuelles.

C’est le choix de criteres potentiellement compatibles avec la difficulté de cette problématique
qu’il importe de justifier et c’est I’ensemble des problématiques associées et leurs propriétés
au sens axiomatique que nous aborderons et chercherons a comprendre plus en détail.

Le présent document est structuré de la fagon suivante :

Pour aborder cette problématique de la ”modularisation de graphes” ou dit autrement
de la ”recherche de modularité dans les graphes”, il faut se replonger dans 'univers de
la Théorie des Graphes. Le chapitre 1 présente, donc, une introduction a la théorie des
graphes et la définition des principales propriétés que nous utiliserons dans la suite de ce
document.

Le chapitre 2 présente I'outil principal que nous allons utiliser pour la comparaison des
criteres de modularisation : I’Analyse Relationnelle.

Le chapitre 3 met en exergue 'importance de la définition de la notion de communauté
dans la formulation d’un critere de modularisation.

Le chapitre 4 présente un descriptif des principales propriétés qui peuvent étre vérifiées
par certains critéres de modularisation. Nous nous focalisons sur trois propriétés : linéarité,
séparabilité et équilibre. La propriété d’équilibre pour les criteres linéaires est discutée plus

1. Dans ce document on utilisera les mots neud et sommet de fagon indistincte, bien que le premier
fasse référence a un réseau et le deuxieme a un graphe.
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en détail et étendue. Les conséquences de la vérification ou non vérification des propriétés
énoncées sont décrites dans ce chapitre.

Le chapitre 5 présente une liste non exhaustive des criteres de modularisation trouvés
dans la littérature en notations relationnelles. Les propriétés vérifiées par ces criteres sont
étudiées dans ce chapitre. Dans ce chapitre nous introduisons aussi trois criteres de modu-
larisation : la Modularité Equilibrée, I’Ecart & I'Indétermination et I'Ecart & I'Uniformité.
Nous étudions plus en détail la dualité indépendance-indétermination qui nous permet
d’élaborer un de ces nouveaux criteres.

Le chapitre 6 présente une comparaison des partitions trouvées avec les criteres énoncés
au chapitre 5. Les caractéristiques des partitions trouvées via 'optimisation de chaque
critere sont énoncées a la fin du chapitre.

Le chapitre 7 présente des applications pratiques. Nous approchons la partition op-
timale sur des graphes réels de tailles différentes avec ’algorithme de Louvain générique
pour les criteres étudiés au chapitre 5.

Finalement le chapitre 8 présente les conclusions et futurs travaux pour la suite du
présent travail de recherche.






Chapitre 1

Introduction a la théorie des
graphes

1.1 La théorie des graphes

Un graphe est une structure mathématique permettant de modéliser tout systeme
consistant en un ensemble d’objets similaires susceptibles d’étre liés par une certaine ”re-
lation typée”.

Les grands graphes permettent de décrire des systémes complexes issus de différents
domaines. Exemples : en biologie (les réseaux d’interactions entre protéines), en informa-
tique (les sites web et les hyperliens entre eux), en recherche opérationnelle (les entrepots
ou sites connectés en réseau et les échanges inter-sites), ou les structures de transports
entre villes, représentables sous forme de réseaux d’infrastructure (routes, lignes de chemin
de fer, lignes de tramways etc..), en sociologie (les réseaux sociaux et leurs interactions
comme : les relations d’amitié, les relations de travail, les relations d’affinité en général
etc.).

Le premier article publié sur la théorie des graphes date en fait de 1741. Ce document,
dont 'auteur est le célebre mathématicien suisse Leonhard Euler, traite du probleme dit
des sept ponts de Kdnigsberg. Le probléme consistait en fait a trouver un cheminement
a partir d’un point donné qui fasse revenir a ce point de départ en passant une fois et
une seule par chacun des sept ponts de la ville. Euler a considéré chaque ile de la ville de
Ko6nigsberg comme un sommet et les sept ponts comme des arétes.

Au milieu du XIXe siecle, le mathématicien britannique Arthur Cayley s’intéressa aux
arbres, qui sont des graphes n’ayant pas de cycle, i.e. dans lequel il est impossible de re-
venir a un point de départ sans faire le chemin inverse. En particulier, il étudia le nombre
d’arbres & N sommets et montra qu’il en existe n®~2. Ceci constitua une des plus im-
portantes formules en combinatoire énumérative. Le mathématicien anglais James Joseph
Sylvester fut, quant a lui, le premier a utiliser le terme ”graphe” en 1878, en relation avec
certaines considérations sur la formation des molécules en chimie.

Une application tres connue de la théorie des graphes est le probleme dit des quatre
couleurs énoncé en 1852 par le mathématicien sud-africain Francis Guthrie. Ce probléeme
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consiste a déterminer combien de couleurs différentes il faut utiliser pour colorier une carte
(donc le graphe associé) de fagon telle que deux pays adjacents ne soient pas coloriés avec
la méme couleur (ce qui se traduit par ’expression suivante en Théorie des Graphes :
comment colorier tous les sommets d’un graphe de fagcon a ce qu’aucun sommet n’ait la
méme couleur que les sommets voisins qui lui sont directement adjacents).

L’étude de ce probleme entraina de nombreux développements en théorie des graphes,
entre autre par Peter Guthrie Tait, Percy John Heawood, Frank Ramsey et Hugo Hadwi-
ger.

Cependant, et de facon plus classiquement attestée, les principaux développements sur
la théorie des graphes et surtout leurs impacts dans I'univers mathématique, débutent vers
la fin des années 50, avec, entre autres, le tres utile Théoreme de Ford et Fulkerson publié
en 1956 sur I’équivalence "Flot Max/Coupe Min” (voir Ford and Fulkerson [1956], et la
forte contribution au domaine de Claude Berge au travers de son ouvrage ”Théorie des
Graphes et Applications” publié en 1958 (Berge [1958]). Cet ouvrage fut assez fondamen-
tal au regard de la diffusion de cette discipline en France et en Europe. Claude Berge a
d’ailleurs publié en 1970, un autre ouvrage chez le méme éditeur Berge [1970], beaucoup
plus complet et complexe que le précédent, intitulé ” Graphes et Hypergraphes”, qui est
devenu de facto, un standard international sur le sujet, malgré le handicap d’avoir été dédié
a un lectorat francophone. Il marquera également la recherche francaise en ce domaine,
par la création conjointe avec Marcel-Paul Schiitzenberger d’un séminaire hebdomadaire
a I'Institut Henri Poincaré, des réunions le lundi & la Maison des Sciences de ’'Homme, et
la direction de I’équipe Combinatoire de Paris.

Postérieurement aux ouvrages de C. Berge, le livre tres didactique et complet de Gon-
dran and Minoux [1995] plus orienté que ceux cités précédemment sur les algorithmes
utiles en théorie des graphes, s’est avéré également comme un standard de facto. Coté
américain, 'ouvrage de référence, dédié entierement a la Théorie des Graphes, quoique
postérieur a ceux de Claude Berge, reste le livre de Harary [1969], ”Graph Theory” de
1969, qui s’est imposé comme un ouvrage didactique de base tres cité et fortement diffusé
dans le monde scientifique anglo-saxon.

Aujourd’hui les articles concernant les graphes et leurs usages concernent beaucoup
moins qu’auparavant les aspects combinatoires (dénombrements de structures particulieres)
ou les implications de leurs propriétés intrinseques en termes de descriptions et d’exis-
tence. Les articles récents sont en effet consacrés presque exclusivement (en se basant
sur le nombre de publications constatées), via la dualité simultanée ”Données massives”
/ "Réseaux Complexes”, a des développements algorithmiques pratiques plus que de
mathématiques pures, ou a la mise en exergue de principes de faisabilité plus qu’a des
justifications axiomatiques profondes. Sans faire abstraction des résultats a mettre au
crédit de la Théorie des Graphes par elle-méme, et dont certains nous serons utiles, le
sujet lié & la ”modularisation”, peut, d’une certaine fagon, étre considéré comme un sujet
nouveau et récent, méme si on peut néanmoins le faire remonter au début des années 2000.
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1.2

Définition d’un graphe et principales propriétés utiles
pour notre propos

Par définition un graphe (en se basant sur la théorie des ensembles) peut étre décrit
de la fagon suivante

Définition 1.1 (Graphe). Un graphe est un couple G = (V, E) d’ensembles finis. L’en-
semble V' est appelé ensemble des sommets (ou neuds). E est un ensemble de paires (si
graphe non orienté) ou de couples (si graphe orienté) d’éléments de V.

Quelques remarques sur cette définition :

L’ensemble V' est supposé non vide. Son cardinal, le nombre N de sommets, noté
|V'| est appelé l'ordre du graphe G.

Le cardinal de I’ensemble |E| sera noté M.

Les éléments de I'ensemble E sont appelés arétes si le graphe est non-orienté et arcs
si le graphe est orienté.

Une aréte qui part d’un sommet et revient sur ce dernier s’appelle une boucle.

(&)

FIGURE 1.1 — Graphe non orienté a 6 sommets (N = 6) et 7 arétes (M =T7)

1.2.1 Propriétés basiques a connaitre autour de la notion de graphe

Degré d’un sommet : étant donné un graphe G = (V, FE) non-pondéré, le degré
d(v) du sommet v € V' est le nombre d’arétes aboutissant ou partant du sommet v.
Dans le cas d’un graphe orienté on distingue entre degré entrant d*(v), le nombre
d’arcs vers v et le degré sortant d~(v), le nombre d’arcs sortant de v. Par exemple,
les sommets 2 et 6 de la figure 1.1 ont pour degrés 3 et 1 respectivement.

Matrice d’adjacence A : étant donné un graphe non-orienté (G,V) a |V| = N
sommets et M arétes. On note vy, vs, ..., v, les sommets de V. La matrice d’adja-
cence A de V est une matrice carrée d’ordre N dont les éléments sont définis de la
fagon suivante

1 ¢'il existe une aréte entre i et 7,
Ayt = (11)

0 sinon.

Toute I'information concernant la topologie du graphe est contenue dans la matrice
d’adjacence. A titre d’exemple, la matrice d’adjacence du graphe de la figure 1.1 est
donnée par la matrice



18 CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA THEORIE DES GRAPHES

010010
101010
010100
A_001011
110100
000100

La matrice d’adjacence possede des propriétés a la fois utiles pour notre propos et
remarquables par essence :

1. Elle est symétrique.
2. Son terme général est binaire, soit a;y € {0,1}Vi, .
3. La somme de ses éléments est égal a deux fois le nombre total d’arétes, soit
N N
ZiZI Z’i’il Qg0 = 2M

4. La somme des éléments de la ligne (ou colonne) i est égal au degré du sommet
. . N N .
i, 801t Y .y @ = Y g @iy = d(i).

— Matrice des degrés D : il s’agit d’'une matrice diagonale dont 1’élément d;; cor-
respond au nombre de connexions du sommet i, c’est-a-dire a son degré.

A titre d’exemple, la matrice des degrés du graphe de la figure 1.1 est donnée par la
matrice suivante

OO OO ON
OO OO wo
O O O N OO
O O W o oo
O W o o oo
_ o O O O O

— Matrice Laplacienne L( Appelée aussi Matrice d’admittance) : la matrice lapla-
cienne d’un graphe G non-orienté et non-réflexif est définie par

L=D-A.

C’est-a-dire la différence entre la matrice des degrés D et la matrice d’adjacence A.
La matrice laplacienne du graphe de la figure 1.1 est donnée par

2 -1 0 0 -1 0
-1 3 -1 0 -1 0
o -1 2 -1 0 O
o o0 -1 3 -1 -1
-1 -1 0 -1 3 O
o 0 o0 -1 0 1

La matrice laplacienne est utilisée dans le cadre du partitionnement de graphe par
les méthodes spectrales comme le nous verrons par la suite.
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1.3 Différents types de graphes

— Graphe simple : un graphe qui contient ni boucles ni arétes multiples.

— Graphe orienté et graphe non-orienté : dans le cas d’un graphe orienté G =
(V, E) Pensemble E est un ensemble des couples de V' ; dans le cas d’un graphe non-
orienté, F est un ensemble des paires de V. Un couple est une paire ordonnée, ainsi
I’ordre des objets composant un couple est important. Par exemple dans la figure
1.2 le lien existant entre les sommets 4 et 5 part du sommet 4 vers le sommet 5 et
il est noté (4,5) et non pas (5,4) qui signifierait que 'arc va du sommet 5 vers le

sommet 4. La fleche indique la direction.

FIGURE 1.2 — Graphe orienté a 5 sommets et 6 arcs.

— Graphe complet : graphe non-orienté dont toutes les paires de sommets sont
connectées par une aréte. Un graphe complet a N sommets est noté K et le nombre

total d’arétes qu’il possede est égal a 1\;_1).

FiGURE 1.3 — Graphe complet a 5 sommets : Ks.

La figure 1.3 montre un graphe complet K3, il contient, donc 10 arétes. Etant donné
un graphe G, une clique est un sous-graphe complet de G. Par exemple, dans la
figure 1.1 le sous-graphe induit par les sommets 1,2 et 5 est une clique Ksj.

— Graphe pondéré : un graphe peut étre pondéré par rapport a ses sommets ou par
rapport a ses arétes. Dans chaque cas il existe une fonction d’évaluation appelé poids
attribuée a chacun de ses sommets ou a chacune de ses arétes. Dans la plupart des
ouvrages un graphe pondéré correspond au deuxieéme cas et le poids peut étre in-
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terprété comme une mesure de I'importance que l'on attribue a chaque aréte. Dans
la suite, on utilisera le terme graphe pondéré en se référant a un graphe dont les
arétes sont pondérées.

La matrice d’adjacence d’un graphe pondéré, notée W, est appelée Matrice des
poids. Elle se différencie de la matrice d’adjacence d’un graphe non pondéré par le
fait de posséder des valeurs réelles au lieu de binaires. Son terme général w;y peut
étre interprété comme le nombre total d’arétes reliant le sommet 7 au sommet 7' ou
vice-versa.

— Graphe connexe : un graphe non orienté G = (V, E) est dit connexe si quels que

soient les sommets u et v de V, il existe une suite d’arétes permettant d’atteindre v
a partir de u ou 'inverse.

Connexe Non-connexe

FI1GURE 1.4 — Graphe connexe

— Arbre : c’est un graphe non-orienté ou chaque couple de sommets est connecté
par un chemin unique. C’est-a- dire qu’il n’y a pas de cycle dans le graphe. Par
conséquent, un arbre d’ordre N possede N — 1 arétes. Si une seule aréte est enlevée
le graphe devient déconnecté. Si I’on ajoute une seule aréte sans rajouter un noeud
il y aura au moins un cycle.

— Graphe biparti : un graphe est dit biparti s’il existe une partition de son ensemble
de sommets en deux sous-ensembles U et V' telle que chaque aréte ait une extrémité
dans U et l'autre dans V. Un graphe est dit biparti complet (ou encore est appelé
une biclique) s’il est biparti et en plus il contient le nombre maximal d’arétes. En
d’autres termes, chaque sommet de U est relié a chaque sommet de V. Si U est de
cardinal N1 et V est de cardinal N3 le graphe biparti complet est noté Ky, n—o.

— Graphe étoile : c’est un graphe biparti complet K . On peut aussi le voir comme
un arbre avec un sommet central et k feuilles, du moins lorsque k£ > 1. Par exemple,
la figure suivante montre un graphe étoile K1 g, le degré du sommet central est égal
au nombre total d’arétes, 7 sommet bleu.

— Graphe aléatoire (random graph) : c’est un graphe généré par un processus
aléatoire. Le modele le plus connu servant a générer des graphes aléatoires est celui
d’Erdés and Rényi [1959] . Dans un graphe aléatoire d’Erdos-Renyi la probabilité
qu’il existe une aréte entre toute paire de sommets est la méme pour toutes les paires
et elle est indépendante des autres paires de sommets.

1. Le concept de graphe aléatoire a servi de base pour la conception du critere de modularisation le
plus connu, a savoir, la modularité de Newman-Girvan.
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FI1GURE 1.5 — Graphe étoile.

1.4 Indicateurs structurels des graphes

1.4.1 Coeflicient de classification

Le coefficient de classification d’une structure réticulaire (graphes ou réseaux) mesure
la propension qu’ont les sommets d’un graphe a former des communautés auto organisées
ou a se séparer en classes. Dans la plupart des réseaux réels, en particulier les réseaux
sociaux, la probabilité de voir se former des communautés tend a étre plus importante que
la probabilité moyenne qu’il existe un lien entre deux sommets et que ce dernier ait été
obtenu par hasard pur.

Coefficient de classification Global

Le coefficient de classification global est obtenu a partir du comptage des triplets de
sommets. Un triplet de sommets est un groupe de trois sommets soit connectés par deux
arétes (triplet ouvert), soit connecté par trois arétes (triplet fermé). Etant donné un graphe
G = (V, E) le coefficient de classification global de G, C(G), est le quotient entre le nombre
total de triplets fermés et le nombre total de triplets (ouverts et fermés)

nombre de triplets fermés

C(G) = (1.2)

nombre de triplets connectés’

Coeflicient de classification local

Le coefficient de classification local est une mesure locale car il est calculé pour chaque
sommet. Il mesure & quel niveau un sommet et ses voisins sont susceptibles de former un
graphe complet 2.

Définition 1.2 (Sommet voisin). Etant donné un graphe G = (V, E) le voisinage 1; pour
un sommet v; € V est défini comme l’ensemble de sommets adjacents a v; appelés voisins :

n; ={vj :e;; € E ouej € E}.

Pour un graphe orienté le coefficient de classification local du sommet v;, C(i) est la
proportion entre le nombre d’arcs a l'intérieur du voisinage de v; divisé par le nombre
maximal des arcs qui pourraient exister dans 7;, soit

2. Cette mesure fut introduite par Duncan J. Watts and Steven Strogatz en 1998 pour déterminer la
proximité d’un graphe petit monde.
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, ekl
C(i) = ——27——;vj,vp € Niseer € E. (1.3)
[l [(mi] = 1)" e
Le numérateur représente le nombre d’arcs du sous-graphe induit par le voisinage du
sommet v;. Comme il s’agit d’'un graphe orienté, la direction de chaque sommet est prise
en compte, le dénominateur est calculé alors comme le nombre d’arrangements de 2 voisins
parmi les |n;| existants.

Si le graphe est non-orienté ’aréte n’a pas de direction, le coefficient de classification
local se calcule alors de fagon analogue au graphe orienté :

L 2le
C6) = Gl =1

Cette fois-ci le dénominateur est calculé comme le nombre de combinaisons de 2 som-
mets parmi les |n;| possibles.

3 U5, Uk € 1 ek € E. (1.4)

Le coefficient de classification peut prendre des valeurs entre 0 et 1.

A titre d’exemple la figure 1.6 montre le calcul du coefficient de classification pour un
sommet avec 3 voisins dans un graphe non orienté.

o 07’
e

c=1 c=1/3 c=20

FIGURE 1.6 — Coefficient de classification local du sommet bleu. Les segments noirs montrent
les connexions existantes, les segments rouges en pointillé montrent les connexions non-existantes
entre les voisins.

La figure 1.6 montre le coefficient de classification pour le sommet bleu dans un graphe
non orienté. Ce sommet possede 3 voisins, si ces derniers forment un graphe complet il
y a 3 connexions entre eux, ils forment alors un graphe complet et C' = 1 (gauche). En
revanche, s’il n’y a aucune connexion entre voisins, on a naturellement C' = 0 (cas du
graphe de droite).

1.4.2 Mesures de centralité (centrality)

Les mesures de centralité d’un sommet déterminent I'importance relative du sommet
dans le graphe. Cela peut étre utile dans plusieurs circonstances : dans un réseau social on
peut s’intéresser, par exemple, & I'importance qu’une personne a par rapport aux autres
membres du réseau ou de sa communauté.

Historiquement les mesures de centralité furent introduites autour des années 1960 de
fagon assez théorique par Moon and Moser [1965] (pour la théorie des graphes) et par les
spécialistes du ” clustering” (cette notion étant associée dans ce cas au concept de "meilleur
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représentant” d’une classe ou d’un ”cluster”), et de fagon plus pragmatique dans I'inten-
tion de détecter les composantes essentielles dans les réseaux informatiques, ce concept fut
repris par Alex Bavelas et son groupe de travail ” Group Networks Laboratory” au(MIT)
Bavelas [1948]. Puis & partir des années 70 d’autres auteurs ont employé ces mesures pour
faire référence aux flux d’informations transportées par les réseaux informatiques, ainsi
qu’aux flux générés par les mouvements et transferts financiers dans les réseaux bancaires,
mais cela sert aussi a ’étude de la propagation des rumeurs ou des fausses informations
dans le domaine de la e-Réputation ou encore a I’étude de la propagation d’infections en
épidémiologie.

La centralité d’un sommet ou d’un noeud est une propriété structurelle d’un sommet re-
lativement au graphe qui le contient, et non pas intrinseque au sommet lui-méme. Il s’agit
d’une qualification que le sommet possede en vertu de sa position relative par rapport aux
autres sommets. La centralité est une sorte de mesure de I'influence qu'un sommet peut
avoir sur les autres ou de la pertinence qu’il peut avoir a représenter les autres. Dans un
graphe en forme d’étoile, par exemple, le sommet central possede une valeur de centralité
élevée tandis que les autres sommets situés en périphérie ont une valeur de ”centralité”
beaucoup plus faible.

Les mesures de centralité les plus utilisées dans la littérature sont au nombre de 4 : cen-
tralité de degré, centralité de proximité, centralité d’intermédiarité et centralité spectrale
(vecteur propre).

Centralité de degré (degree centrality)

Dans la section 1.2.1 nous avons défini le degré d’un sommet. Il s’agit du nombre de
liens qu'un sommet possede avec les autres sommets. Dans un réseau social le degré peut
étre interprété comme le nombre de connexions qu’une personne possede avec les autres,
c’est une mesure de la popularité de cette personne; dans le cas d’'un phénomene de pro-
pagation d’infections il s’agit d’une mesure du risque de contamination ; dans le cas d’une
rumeur qui circule dans le réseau cette mesure peut étre le moyen de caractériser le risque
de propagation d’informations délictueuses ou fausses.

Mathématiquement étant donné un graphe a N sommets le degré du sommet 7 est la
somme des éléments de la ligne (ou colonne) i de la matrice d’adjacence A, soit

N
d; = Zaii/ Vi. (1.5)
=1

Une facon de normaliser cette mesure est de la diviser par la valeur maximale qu’elle
peut prendre, soit N — 1 voisins pour un graphe non-orienté :

Q=
CON-1
Si le graphe est orienté et selon que les arcs entrent ou sortent du somment ¢ il y
a deux mesures différentes de ”"degré de centralité”. Dans le premier cas on compte le
nombre d’arcs entrant vers i (in-degree) et dans le deuxiéme cas on compte le nombre
d’arcs sortant du sommet i (out-degree). Dans un réseau social le premier permet de
connaitre la popularité du sommet concerné et le deuxieéme est plutot un indicateur de la
grégarité associée.

(1.6)
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Centralité de Proximité (Closeness centrality)

Dans Bavelas [1948], 'auteur avait déja suggéré d’employer la proximité comme me-
sure de centralité. Il avait remarqué qu’un message originaire du sommet le plus central se
propagerait dans le réseau en temps minimal. Plus tard, en 1965 d’autres auteurs comme
Beauchamp, Hakimi et Sabidussi ont donné une définition plus précise au ” sommet le plus
au centre d’un réseau” comme : ”le point a partir duquel les autres points sont atteints a
colit et temps minimaux”.

En 1966 Sabidussi® Sabidussi [1966] a proposé de mesurer la centralité d’un sommet
au moyen de la somme des distances géodésiques du sommet considéré aux autres sommets
dans le graphe, en fait cette idée remonte bien plus avant historiquement . En effet dans le
cas général, elle fait allusion de fagon sous-jacente au concept de ”point médian” au sens
du probleme de Fermat Weber, ou aux "médianes” au sens de Fréchet. Cette mesure est
inverse a la centralité car plus loin le sommet est situé par rapport aux autres sommets
plus importante est la valeur de cette mesure. Dans Freeman [1979] Pauteur définit la
distance géodésique comme? :

d(i,4") = nombre minimal d’arcs (ou arétes) reliant les sommets i et i'.

En théorie des fluides cette distance permet d’estimer le temps nécessaire d’arrivée du
flux entre un point de départ et un point d’arrivée. Elle mesure aussi, d’'un autre point de
vue, 'accessibilité entre les deux sommets.

D’apres Sabidussi [1966] la mesure de proximité C.(i) du sommet i est

1
Zi’;ﬁz’ d(i7 il) .

Plus le sommet ¢ se trouve pres des autres sommets plus grande sera sa proximité.

Ce(i) = (1.7)

Cependant cette facon de mesurer la proximité n’est valide que si le graphe est connexe.
Si le graphe n’est pas connexe tous les sommets ne peuvent pas étre atteints a partir d’une
partie du reste des sommets. Dans ce cas-la la distance entre eux est infinie.

Comme la définition de proximité de 1’équation (1.7) ne prend pas en compte le nombre
de sommets du graphe, il devient impossible de comparer sa valeur calculée entre graphes

3. En fait cette notion fait référence a l'approche "médiane” de Fermat Weber. Approche consistant
a trouver un point médian, sorte de "résumé” issu d’une collection d’informations multidimensionnelles,
en cherchant une solution a ”éloignement minimal” par rapport a des situations initiales fixées au départ.
Ces situations initiales, qui correspondent & des structures de références ou de comparaison, sont soit un
ensemble de points fixes, validés, auxquels on tente de ressembler ou bien représentatifs de buts a atteindre,
soit des points de reperes témoins, auxquels, soit il faut accéder, soit il est nécessaire de se comparer ou
de s’étalonner et qu’il faut globalement approximer ”au mieux”. Ce principe existe depuis fort longtemps
et ne date pas d’aujourd’hui : preuve en est le Probleme dit de ”Fermat-Weber”, introduit par Pierre de
Fermat en (1640), qui revient & chercher le point & distance minimale de points fixés et qui a été résolu
dans ce cas de 3 points par Evangelista Torricelli en 1647, puis généralisé en 1909 par Alfred Weber au
probleme de ”localisation & distance minimale” sur un nombre fini de ” points de reperes” ou de situations
de départ (voir & ce propos article historique et bien étayé de Hiriart-Urruty [2004]).

4. Cette définition de distance provient du probleme dit de cheminement (Shortest path problem)
consistant a trouver le chemin le plus court entre deux sommets. Un des problemes les plus étudiés dans
la théorie des graphes
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de tailles différentes. Pour résoudre ce probleme en 1965 Bauchamp a proposé la proximité
relative

A N -1
CC(Z) = ~ 3
> iz d(3,7)
Cette derniere expression, valable, encore une fois, uniquement pour les graphes connexes,

est en réalité une moyenne de distances entre le sommet 7 et les N — 1 sommets restants
dans le graphe.

(1.8)

Centralité d’intermédiarité (Betweenness centrality)

Lorsque Bavelas a introduit la notion de centralité dans Bavelas [1948], il a indiqué
qu’un sommet peut étre considéré comme central dans un réseau s’il est présent sur la
plupart des plus courts chemins reliant deux autres sommets quelconques dans le réseau.
Ainsi si deux sommets i’ et i doivent communiquer entre eux, et que pour cela ils doivent
absolument passer par le sommet ¢, ce dernier devient certainement responsable de cette
mise en contact, il est donc, un ”intermédiaire”.

Dans Freeman [1977] Freeman a donné une expression permettant de calculer 1'in-
termédiarité : étant donné un graphe G = (V, E), la mesure d’intermédiarité du sommet i
indique la fréquence de présence du sommet ¢ dans le plus court chemin entre les sommets
i et 4", soit

oty = Y 2@ (19)

L - O'i/i//
£V # eV

ou :

— Cp(i) est la mesure d’intermédiarité du sommet 3.
— oy est le nombre des plus courts chemins entre i’ et i”.
— o1 (1) est le nombre des plus courts chemins entre i’ et i passant par i.

L’intermédiarité Cg(i) peut étre normalisée en divisant par le nombre total de chemins
dont ni le point de départ ni le point d’arrivée est ¢ (soit le nombre maximal de chemins
qui pourraient contenir ). Pour un graphe orienté, cette quantité est (N — 1)(N — 2).
Pour un graphe non orienté cette quantité est (N — 1)(N — 2)/2. Par exemple, pour un
graphe non orienté en forme d’étoile, le sommet central (lequel est contenu dans tous les
plus courts chemins possibles) aurait une intermédiarité égale a 1 tandis que les feuilles
auraient une intermédiarité nulle.

Centralité spectrale (Eigenvector centrality)

Cette mesure de centralité, proposée par Bonacich [1972], assigne des scores relatifs
au degré de chaque sommet. Le degré, comme valeur de centralité compte tout simple-
ment le nombre de connexions que chaque sommet possede. La centralité spectrale somme
toutes les connexions en donnant plus d’importance aux sommets qui possedent a leur
tour une forte connectivité. Par exemple, dans un réseau social la connexion de deux per-
sonnes qui sont eux-mémes influentes augmente leur degré d’influence dans le réseau, qui



26 CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA THEORIE DES GRAPHES

FIGURE 1.7 — L’intermédiarité augmente au fur et & mesure que I’'on avance vers le centre, allant du
rouge avec une valeur basse de l'intermédiarité au bleu avec une valeur d’intermédiarité maximale.

est plus élevé que celui de deux personnes qui sont connectées mais qui ont peu d’influence.

Etant donné un graphe G = (V, E), soit s; le score du sommet i, et A la matrice
d’adjacence du graphe. Le score s; doit étre proportionnel a la somme de scores de tous
les sommets connectés & i, soit

N

1 1

S; — X Z Sj = X ZAi’ij’ (110)
jen(i) J=1

N

ou :
— (i) est 'ensemble des voisins du sommet 1.
— )\ est une constante.

Sis = (s1,52,...,5) est le vecteur de scores, I’équation (1.10) devient

s = %As parce que As = As. (1.11)

L’équation (1.11) montre que s est un vecteur propre de A avec comme valeur propre

A. Comme la matrice d’adjacence est d’ordre IV, il y aura N valeurs différentes de A pour

chaque vecteur propre. Cependant les scores s; doivent étre non-négatifs, cela implique

selon le théoréeme de Perron-Frobenius que A doit étre la plus grande valeur propre et s
son vecteur propre associé (cf. Newman [2008]).

Par ailleurs les définitions données ci-dessus sont essentiellement dues a Alex Bavelas
extraites de son livre écrit en 1951, ceci dit, elles ne font pas 'unanimité chez les chercheurs
en théorie des graphes, des définitions, plus raffinées, ont été données par d’autres, comme
par exemple Claude Flament dans le livre <« Réseaux de Communications et Structures
Sociales >, livre de 196 pages, édité par Dunod en (1966)], ou il propose une critique
constructive des indices de Bavelas et dont le but sous-jacent est de corriger les disparités et
biais diis aux définitions précédentes. On trouvera dans l'article suivant de Pierre Parlebas :
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«Centralité et Compacité d’un graphe >, Mathématiques et Sciences Humaines, Tome 39,
pp : 5-27, (1972), une présentation simplifiée et pédagogique, tout en étant compléte,
autour de la notion de < centralité > et de compacité des graphes, ol sont reprises les
nouvelles définitions de Claude Flament, comparativement a celles de Bavelas.

1.5 Densité d’un graphe et degré moyen

La densité d’'un graphe mesure le rapport entre le nombre d’arétes existantes et le
nombre maximal d’arétes qui pourrait exister. Mathématiquement, la densité d’un graphe
non orienté, non pondéré et non réflexif, notée 4, est définie comme

2M
= —— 1.12
g N(N —1) ( )
ou lorsque le graphe est réflexif
2M

Les deux valeurs sont proches lorsque NN tend vers I'infini. Dans ce document, sauf men-
tion contraire, nous considérerons la seconde définition. A partir de ces deux définitions
nous pouvons déduire que la densité est toujours comprise entre 0 et 1. Dans le cas d’'un
graphe complet 1. Un graphe dont la densité est proche de 1 est considéré dense. Il n’existe
pas une convention universelle par rapport a la valeur de densité a partir de laquelle un
graphe est considéré dense. Cependant quelques définitions ont été données par Lee and
Streinu [2008] et Streinu and Theran [2009].

A partir de la définition de densité, il est possible de définir le degré moyen d’un graphe,
noté dg, (ot "av” vient du mot anglais average qui signifie moyen) :

N
1 2M
dow = — Y di = == = N&. 1.14
N 2 N (1.14)

La plupart des grands réseaux réels ont une densité peu élevée comme le montre le
tableau suivant extrait de la these de Guillaume [2004] :

Internet Web Acteurs | Co-signature | Cooccurrence | Protéines
N 75 885 325 729 392 340 16 401 9 297 2113
M 357 317 | 1090 108 | 15 038 083 29 552 392 066 2 203
daw 9,42 6,69 76,66 3,60 84,34 2,09
) 1,24-107% | 2,05-107° | 1,95-1074 2,20-107* 9,07-107% | 9,87-1074

TABLE 1.1 — Densité et degré moyen des réseaux réels.

Les réseaux du tableau 1.1 sont de tailles différentes et issus des domaines variés :
— Internet est un réseau d’une carte de 'internet au niveau de routeurs.

— Web est le réseau du graphe du Web de I"Université Notre-Dame.
— Acteurs est un graphe des Acteurs.

— Co-signature est un graphe des relations de co-signature d’articles sur Arxiv.



28 CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA THEORIE DES GRAPHES

— Cooccurrence est un réseau de la cooccurrence de mots dans la Bible.

— Protéines est un réseau d’interaction protéiques.

1.6 Diametre d’un graphe

Avant de définir le diametre d’un graphe il est nécessaire de définir la distance entre
deux sommets. Dans un graphe la distance entre deux sommets est la longueur d’un plus
court chemin entre ces deux sommets.

Le diametre d’un graphe est l’excentricité maximale de ses sommets, c’est-a-dire la
plus grande distance possible qui puisse exister entre deux de ses sommets.

Les premieres études sur la distance entre les sommets des grands réseaux sociaux
datent de 1929 et ont été effectuées par le Hongrois Frigyes Karinthy sous le nom de théorie
de "six degrés de séparation” (aussi appelée Théorie des 6 poignées de main). Cette théorie
évoque la possibilité que toute personne sur le globe peut étre reliée a n’importe quelle
autre, au travers d’une chaine de relations individuelles comprenant au plus cinq autres
maillons. Cette théorie a été reprise par Milgram [1967] & travers I’étude du phénomene
dit du ”petit monde” (également connu sous le vocable <paradoxe de Milgram> car ses
résultats semblent contraires a l'intuition). L’étude du petit monde est I’hypothese que
chacun puisse étre relié & n’importe quel autre individu par une courte chaine de relations
sociales.

Cette théorie peut se démontrer de nos jours avec le réseau social Facebook, qui met
en évidence les liens que nous avons avec les autres et les liens que nous avons avec des
personnes que nous ne connaissons pas (amis des amis). Elle est encore plus manifeste
sur LinkedIn, qui signale le degré de séparation entre deux individus ainsi que les «che-
mins> possibles qui relient un individu & un autre a travers leurs réseaux relationnels
respectifs. Ainsi, par exemple, sur le réseau social Facebook® le degré de séparation de
deux individus a été mesuré a 4,74 en 2008.

5. Voir Darticle paru dans 720 minutes” entitulé : ”Facebook a rétréci le monde, ramenant les <six
degrés de séparation > & 4,74 en moyenne” & l’adresse http ://www.20minutes.fr/ledirect /828370 /facebook-
retreci-monde-ramenant-six-degres-separation-474-moyenne.



Chapitre 2

L’Analyse Relationnelle

2.1 Introduction

I’Analyse Relationnelle et Mathématique des Données, en tant que discipline a été
développée a 'origine en 1972 au Centre Scientifique IBM de Paris. Le besoin de création
de cette discipline nait dans le but de répondre a quelques défis théoriques et applicatifs,
liés a la résolution exacte de problemes d’Optimisation et Recherche Opérationnelle et
d’Analyse des données, réputés complexes. Parmi lesquels on peut citer : les 7 Classements
Consensus en Théorie des votes”, probleme également connu sous le vocable de ”Recherche
d’ordres médians” ou ”Probleme de John Kemeny”. D’un point de vue théorique, ’ARM
étudie les relations binaires et particulierement les problemes qui ont trait a leurs mesures
d’associations, leurs agrégations et a la détermination de relations consensuelles. Des tra-
vaux plus récents ont mis en évidence (voir Labiod [2008]) que le schéma valable pour
les problématiques citées plus haut se généralise & des criteres récemment proposés pour
résoudre des problemes de théorie des graphes dont par exemple le probleme de "modu-
larité optimale dans les grands graphes”, qui est en plein essor, principalement du fait du
fort développement actuel des ”Réseaux Sociaux”.

L’idée originale de Condorcet (voir Condorcet [1785]), qu’on peut résumer simplement
a 'introduction de la notion de ”comparaisons par paires”, était plus puissante que cer-
tains 'ont d’abord imaginée !. En fait, elle préfigurait ’approche relationnelle associée, qui,
elle, a permis de formaliser ’ensemble des problématiques précédentes au travers d’une
convention de notations unique et unifiée, induisant un nombre important d’axiomes et de
propriétés ayant permis d’en faire une Théorie, applicable a d’autres problématiques que
la seule recherche d’ordres consensus.

Ainsi, il a été prouvé que le probleme de Recherche d’une Relation d’équivalence & ” Dis-
tance Minimale d’un Graphe Symétrique” (posé par Zahn [1964]), dérivait complétement
du critere proposé sous forme littérale en 1785, en théorie des votes, par Antoine Caritat,
Marquis de Condorcet (voir Condorcet [1785]).

Nous verrons également par la suite, que 'ARM n’est pas une théorie & part, mais
bien une approche qui permet d’unifier et de structurer différents concepts, d’abord d’une
facon formelle au travers d’une systématique de notations, mais également d’une facon

1. Voir les travaux de Guilbaud [1952] Premier texte frangais ot 'on introduit les travaux de Condorcet
et en particulier le fameux ”Effet Condorcet”
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plus structurelle, en généralisant des méthodes a priori tres différentes les unes des autres.
Par exemple, dans un article assez long publié en 1991 (voir Marcotorchino [1991] dont on
peut lire des extraits dans Marcotorchino [1989] ou Marcotorchino [2000]), on peut trouver
un argumentaire détaillé sur les ponts validés et fondamentaux entre I’Analyse Factorielle
des Correspondances et ’ARM.

Il existe un lien direct entre 1’Analyse Relationnelle Mathématique et la théorie des
graphes, selon le principe qu’ ” un graphe peut étre considéré comme une structure mathématique
servant d modéliser les relations binaires entre objets d’un méme ensemble” .

2.2 Principales définitions

Les bases fondamentales de ’ARM reposent sur la définition de la notion de Relation
Binaire. Voici une définition générale d’une relation binaire :

Définition 2.1. Relation Binaire Une relation binaire R entre deux ensembles E et F'
(ou de E vers F) est un sous-ensemble du produit cartésien E x F', soit une collection de
couples dont la premiere composante est dans E et la seconde dans F.

Si les ensembles E et I’ sont différents, on parle de Relation Binaire bipartite. Ce qui
ne sera pas 'objet de cette theése, nous traiterons essentiellement des relations binaires
croisant le méme ensemble. Dans le cas d’un graphe, I’ensemble de départ et I’ensemble
d’arrivée sont identiques c’est I’ensemble des sommets V' du graphe et chaque lien (une
aréte ou un arc) représente une relation binaire entre les deux sommets. Ainsi, un graphe
représente une relation binaire croissant le méme ensemble :

Définition 2.2. Relation Binaire sur le méme ensemble
Une relation binaire R sur un ensemble V' est un sous-ensemble du produit cartésien VXV,
noté G(R) et appelé graphe de la relation.

Ainsi si le couple (u,v) (ot u € E et v € E) appartient a ce sous-ensemble alors u et v
sont en relation via la relation R, cela s’écrit uRv. Voici quelques exemples pratiques de
relations binaires R :

— ”Plus grand que...”

— "Plus petit que...”

— ” Appartient a la méme classe que...”
— 7Inférieur ou égal a...”

— ”Supérieur ou égal a...”

— 7 A la méme propriété que...”

— ete...

Toute relation binaire R possede sa relation complémentaire notée & dont la définition
est la suivante :

Définition 2.3. Complémentaire d’une Relation Binaire
FEtant donnée une relation binaire R sur Uensemble E, sa relation complémentaire R est
un sous-ensemble du produit cartésien E x E, tel que (u,v) ¢ G(R) (ouu € E etv e E),
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cela s’écrit uRv.

2.3 Propriétés générales des Relations Binaires

i une relation binaire qui croi nsem vec lui mém I :
Soit R une relation binaire croise I’ensemble V' avec 1 éme, alors R est

— Réflexive si et seulement si Vi € V : iRi. Chaque objet de V est en relation avec
lui-méme.

Compleéte ou totale si et seulement si V(i,7') € V x V tel que i # i, soit iRi’ ou
i'Ri. La relation existe obligatoirement dans I'un des deux sens.

— Symétrique si et seulement si V(i,7) € V x V 1 iR’ = i'Ri.

Asymétrique si et seulement si V(i,7') € V x V : iRi’ = —(/'Ri).
— Antisymétrique si et seulement si V(i,i') € V x V 1 iR’ et i'Ri = i =7'.
Transitive si et seulement si V(i,7',7") € V. x V x V :si iR’ et 'R’ = iRi".

En fonction des propriétés qu’elles vérifient il existe des relations typées. Par exemple :

— Une Relation de Pré-ordre est Réflexive, et Transitive.
— Une Relation de Pré-ordre Total est Réflexive, Transitive et Compléte.

— Une Relation d’Ordre Total est Transitive, Asymétrique et Compléte.

Définition 2.4 (Relation d’équivalence). Une relation d’équivalence R dans un ensemble
V' est une relation binaire qui est a la fois réflexive, symétrique et transitive.

Théoréme 2.1 (Relation d’équivalence et Partition). Si R est une Relation d’équivalence
sur un ensemble V', alors il existe une partition P de V telle que

iRi! <= C(i) = C()

Ou C(i) est la classe de P qui contient l’élément i de V. Réciproquement, si P est une
partition de V', alors la relation définie par iRi' implique qu’il existe une classe C de P
qui contient i et 1.

Les notions de relation d’équivalence et de partition sont donc fondamentalement
équivalentes.

2.3.1 Représentations relationnelles par contraintes linéaires

Désormais nous parlerons de relations binaires croisant le méme ensemble V', dont le
cardinal est N = |V|. Il existe une matrice permettant de caractériser une relation binaire
R. 1l s’agit de la matrice unitaire relationnelle de Condorcet de comparaisons par paires.
Cette matrice, notée C et de taille (N x N), est définie de la facon suivante

1 siiRi'V(i,i') e VXV
Cii/ — { ( Y ) I (21)

0 sinon.

Comme nous allons le voir par la suite, la matrice C est un outil important pour ’ARM.
En effet, la méthodologie relationnelle s’appuie fortement sur la définition de cette matrice
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globale de similarités.

De fagon analogue nous pouvons définir la matrice relationnelle de Condorcet de la
relation complémentaire K comme

b — 1 s? iR (i,i') €V x V, 22)
0 sinon.

Ce qui caractérise une relation binaire sont les propriétés qu’elle vérifie, exprimables
de fagon générale soit par des expressions logiques soit par des équations mathématiques.
En fonction des propriétés vérifiées par une relation R, il existe des relations dites typées
(c’est-a-~dire vérifiant plusieurs propriétés élémentaires). Le Tableau 2.1 montre une liste
non exhaustive de propriétés qu'une relation binaire R pourrait vérifier.

Propriété Définition logique Expression mathématique
Réflexivité TR VieV ci; =1

Symétrie iRi = i Ri V(i) e V xV Ciit = Cir;
Asymétrie iRi" = —(i'"Ri) V(i,i') e V xV Ciit + cirg < 1

Totalité iR’V i'Ri V(Z, Z/) eV xVi# 7 Ciit + ¢y > 1
Transitivité iR Ni'Ri" = iRi"” V(2,4 ,4") Ciir + i — cn < 1

TABLE 2.1 — Principales propriétés vérifiées par une relation binaire.

Voici quelques exemples de relations typées et leurs propriétés respectives :

— Une Relation de Pré-ordre est Réflexive et Transitive.

— Une Relation de Pré-ordre Total est Réflexive, Transitive et Compléte.

— Une Relation d’Ordre Total est Transitive, Asymétrique et Compléte.

— Une Relation d’équivalence est une relation réflezive, symétrique et transitive?.

Le domaine d’application de I’Analyse Relationnelle étant assez large nous ne décrirons
dans cette section que les deux thématiques les plus répandues et connues : ”la recherche
de Consensus Electoraux” et ”la recherche de Clustering Consensus”. Deux thématiques
qui, traduites au langage relationnel consistent a rechercher d’une relation d’ordre total
et a rechercher d’'une relation d’équivalence respectivement. Pour finir ce chapitre, nous
décrirons brievement le premier axe de recherche. Ensuite, nous traiterons de facon assez
détaillée le deuxieme axe de recherche, car cela correspond au sujet principal de cette these.
En particulier, modulariser un graphe revient a définir une relation d’équivalence sur son
ensemble de sommets. C’est principalement a ce type de relation (Relation d’équivalence)
que nous aurons affaire, via un typage relationnel que nous allons analyser en détail par
la suite.

2. La condition de transitivité s’interpréte comme suit : ”si i est dans la méme classe d’équivalence que
i’ et i’ est dans la méme classe que i”, alors forcement i et i’ sont dans la méme classe”.
La condition duale sur la matrice de Condorcet C, est 1’inégalité triangulaire :
Ciirr < Ciyr + Cyri
La relation d’inégalité triangulaire est plutot liée a des approches "métriques” de distances, alors que
la condition duale de transitivité générale est plutot utilisée sous ’angle relationnel logique.
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2.3.2 Recherche de Consensus Electoraux : relation d’ordre

Cet axe de recherche couvre la thématique de la ”Recherche de Consensus Electorauz”,
liée elle-méme a ”I’Analyse des Préférences” et a ”la Théorie du Choix Social” lancée
par Kenneth Arrow avec son célebre théoréme d’impossibilité. Toutes ces approches étant
reliées a la recherche d’ordre ou d’électeur Médian.

La formulation mathématique de ce probleme est la suivante : soient M juges ou votants
(k€ {1,2,3,..., M}) ayant donné leurs préférences sous forme de classements totaux sur N
candidats. Le classement de chaque votant définit une relation d’ordre sur ’ensemble des
objets (candidats). Une relation d’ordre peut étre représentée de fagon unique grace 4 un
tableau (ou matrice) d’ordre N, noté C* (pour I'électeur k) et appelé Matrice Relationnelle
de Condorcet. Le terme général de cette matrice est défini de la fagon suivante

& {1 si le candidat 7 est classé avant i’ par le votant k, (2.3)

0 sinon.

La recherche de ’électeur médian consiste a trouver une relation d’ordre médian, qui
est représentée a son tour par une matrice X carrée d’ordre N et dont le terme général
est défini de facon analogue aux variables V* par

(2.4)

1 sile candidat i est classé avant 7/,
Tiqr = .
0 sinon.

En 1959 le mathématicien américain J. Kemeny a posé ce probleme de recherche de
I’Ordre Médian dans Kemeny [1959], défini comme la recherche de la relation d’ordre total
minimisant la norme L' de la fonctionnelle suivante (en notations relationnelles)

M
=> |ch - X|. (2.5)
k=1

Du fait que les termes généraux des matrices C* et de X sont binaires (valeurs possibles :
0 ou 1) la norme L' est équivalente & la norme L? et la Recherche de 1'Ordre Médian est
équivalente a la Recherche de I’Ordre Moyen selon la transformation suivante

Fr(X Z(ZZ Ciir — Ty ) MZZ — 2¢ii )T + K,

k=1 i=14=1

ol ¢ = Zk:l Cu"’ le terme général du tableau relationnel de Condorcet ou Tableau de
COmMParaisons par paires.

La modélisation proposée par Kemeny est connue également sous le nom de the Acyclic
Subgraph Problem chez les combinatoristes et les spécialistes de la théorie des Graphes.
En 1979 F. Marcotorchino et P. Michaud en rapprochant I’écriture littérale du célebre
article d’Antoine Caritat, Marquis de Condorcet : ”FEssai sur ’application de l’analyse a la
probabilité des décisions rendues a la pluralité des voix” (voir Condorcet [1785]) ont montré
que le Probleme de Kemeny n’était rien d’autre que la fonctionnelle dite du ”Support de
Voiz de Condorcet” (voir Marcotorchino and Michaud [1979]), qui une fois traduit dans des
notations relationnelles s’écrit comme le probleme de la Maximisation de la fonctionnelle
suivante
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M N N
Fcf(X) = Z <Z Z(cfi,xii/ + xf’;,x”/)> , (2.6)

k=1 \it=14=1

ol Zjir = 1 — x; et &y = 1 — ¢; sont les relations inverses de X et C* respectivement.
Avec ces notations I’expression (2.6) peut alors se écrire de la fagon suivante

N N N N N N
FC(X) = Z Z(Cii/xii/—f—@i/(l—xii/)) = Z Z(Cii’_éii’)l‘ii"i_K = Z Z(ch/—M)x“/—l—K
i=14¢'=1 i=14'=1 i=1¢'=1

(2.7)

Dans la suite on dénotera K une fonction des données d’origine, donc une constante
qui n’affectera pas las solution optimale.

Ici K = Zi\il Z,fy:l Ciir, ou la derniere égalité est obtenue en supposant qu’il n’y a
pas de données manquantes : ¢ + ¢;;; = M i,7. A partir de cette derniére expression
on remarque facilement que maximiser le critere de Condorcet F revient a minimiser le
critere de Kemeny Fi (expression (2.5)).

La solution du probléme de Condorcet (2.7) sans contraintes sur X est trivialement
de classer i avant i’ si une majorité de votants préferent i & i’ (majorité condorcéenne par
paires), soit x;; = 1 si 2¢ii’~M > 0 et x;7 = 0 sinon. Cependant la solution ainsi obte-
nue n’est pas transitive et on aboutit au fameux effet Condorcet ou Paradoxe de Condorcet.

Des lors pour pallier cet inconvénient, il faut OBLIGATOIREMENT rajouter des
contraintes qui forcent & X & représenter une Relation d’ORDRE TOTAL c’est-a-dire
Réflexive, Transitive, Totale et antisymétrique. Ce qui se traduit mathématiquement par
les contraintes linéaires :

x; € {0, 1} Binarité (2.8)
Ty =1 Vi Réflexivité
i —xy; =1 V(i,7')  Antsymétrie et Totalité

Tii + Tjrim — Ty S 1 V(Z, i/7 i//) TransitiVité.

La Maximisation du critére de Condorcet (2.6) sous les contraintes linéaires (2.8) est
un probléme de Programmation Linéaire en Nombres entiers (0-1). Sa solution est appelée
désormais Solution de la Recherche de I’Ordre Médian de Condorcet sous contraintes.

Cette solution vérifie les Axiomes du Deuxiéme Théoreme d’Arrow (version modifiée
du premier Théoréme, proposée en 1986 dans Arrow and Raynaud [1986]) qui consiste
en une Relaxation de la condition n°3? (sur 5) de son Théoréme sur l'impossibilité d'un
classement collectif consensus (voir Arrow [1963]) et qui lui a valu son prix Nobel en 1972.

La solution optimale du probleme ”Médian Condorcéen” sous contraintes a été trouvée
pour la premiere fois de fagon concrete et systématique par une approche Programmation

3. Condition dite de I'indépendance par paires vis-a-vis des alternatives extérieures : le choix entre deux
alternatives ne dépend que des préférences individuelles entre ces alternatives.
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Linéaire en utilisant des procédures dual du dual, ceci est présenté dans le livre de Marco-
torchino and Michaud [1979]. Aujourd’hui il existe des heuristiques ad-hoc pour résoudre
ce probleme y compris dans le logiciel Open source R.

2.3.3 La recherche de Clustering Consensus : relation d’équivalence

Le deuxieme axe important de recherche en Analyse Relationnelle est le ” Clustering
Condorcéen” ou ”Probleme des Partitions Médianes” ou ”Probleme des Partitions Cen-
trales”, ce probleme revient a la mode de nos jours grace principalement au développement
récent et rapide des réseaux sociaux.

Cette fois-ci au lieu d’avoir & manipuler des classements ou préférences d’électeurs nous
disposons de M variables catégorielles J = {V1, V2, .., VM} décrivant N objets, aussi ap-
pelés éléments 2.

Chaque variable k possede p; modalités, et P = Ziw: 1 br est le nombre total de mo-
dalités. Les objets peuvent étre, par exemple, un ensemble de voitures caractérisées par
certains attributs, comme la couleur {rouge,blanc,bleu}; la marque {Renault, Toyota,
BMW, etc...}.

Comme chaque objet peut appartenir a une et une seule catégorie de chaque descrip-
teur, chaque variable définit ainsi une relation d’équivalence sur ’ensemble des objets. Il
existe 3 facons possibles de représenter cette variable, en fait 3 codages différents :

1. Codage linéaire : La variable est représentée comme un vecteur de R dont
I’élément 7 décrit la catégorie prise par ’objet 3.

2. Codage disjonctif complet : La variable est représentée sous forme de matrice,
notée K, de taille (N x p) dont I’élément k;; est une variable de présence-absence et
il est donné par
1 sil'objet i possede la modalité j
iy = { jet i p Js (2.9)

0 sinon.

3. Codage Relationnel : étant donné que la variable a représenter est une relation
d’équivalence, celle-ci peut étre représentée par la matrice relationnelle de Condorcet
CF associée. Ainsi, le terme général de ci.ci, du tableau de Condorcet vaut dans ce
cas-la

i 1 siiet i appartiennent & la méme classe de la variable k,
Ciiyt = (2.10)

0 sinon.

A titre d’exemple nous illustrons sur la FIG.2.1 les 3 codages possibles d’une variable,
par exemple la nationalité, qui décrit ici 5 individus : A, B, C, D, E. Dans cet exemple, la
variable nationalité possede 3 modalités : russe (RU), italienne (IT) et francaise (FR).

4. N pouvant atteindre des valeurs égales a plusieurs millions dans les problématiques réelles : ”CRM
(Customer Relationship Management” et Marketing bancaires, par exemple.
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Natonalité Nationalité Nationalite

=
=

D
0
0
0
1
1

Sl — I — =N [T

[ B B R v v
[ B e B R w v
mE 0w

Codage linéaire Codage disjonctif complet Codage relationnel

FIGURE 2.1 — 3 codages possibles d’une variable catégorielle (relation d’équivalence).

Ces trois notations ou codages contiennent pratiquement la méme information. Quoi-
qu’en ce qui concerne le troisieme codage, il semblerait exister une perte de précision sur le
label de la classe d’appartenance de chaque individu. Il faut nuancer cette affirmation car
la redondance d’information dans le cas relationnel permet des désambigiiisations, ce qui
fait qu’elle possede au final la méme information que dans les cas précédents. Le troisiéme
codage permet entre autres :

— de travailler sur ’espace des individus, ce qui autorise ’addition de plusieurs tableaux
de variables représentant chacun une relation d’équivalence. Ce qui n’est pas possible
avec la deuxiéme notation (tableau disjonctif complet), car le nombre de colonnes
du tableau dépend du nombre de modalités de la variable qu’il représente ; et bien
entendu, avec la premiere notation (codage linéaire) car I'addition dans ce cas-la n’a
pas de sens.

— de ne pas étre dépendant du nombre de modalités de la variable qui se trouve
implicitement contenu dans le tableau. Ainsi lorsque nous voulons définir une relation
d’équivalence optimale inconnue X s’approchant au mieux des données d’entrée,
nous ne sommes pas obligés de fixer le nombre de modalités (classes) a priori.

— de tenir compte de la multi-appartenance d’un objet a plusieurs classes.

Si 'on garde le méme formalisme que celui introduit lors de la définition du Critere
de Condorcet (2.6) et que l'on remplace la Relation Binaire X d’ordre Total du cas
précédent par une relation d’équivalence on étend le modele Condorcéen de Recherche
de(s) 'électeur(s) "Médian(s)” a celui de la recherche d’une (des) Partition(s) Centrale(s)
ou "Médiane(s)”.

Ce probleme de Recherche des Partitions Centrales a été posé la premiere fois par
Régnier [1966], suivi ensuite par Mirkin and Cherny [1970]. L’identification de la totale
similarité du Probleme de la recherche d’Electeurs Concensus ou d’Electeurs Médians et de
celui de la Recherche de Partitions Centrales ou Médianes a été réalisé par Marcotorchino
and Michaud [1979]. L’inconnue X est cette fois définie par

1 sii et appartiennent & la méme classe,
Tt = (2.11)

0 sinon.
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Ainsi, on aboutit de facto au Modele de Maximisation du Critére de Condorcet (équation
(2.6)), mais cette fois sous des contraintes linéaires sur X caractérisant une relation
d’équivalence a savoir :

x;iv € {0,1} Binarité (2.12)
Ty =1 Vi Réflexivité
Ty —xy; =0 V(i,7')  Symétrie

Tiit —+ it — Tggn S 1 V(’L, ’i/, i//) Transitivité.

Ce modele revient a trouver la partition X située en moyenne a Distance de la ” Différence
Symétrique” minimale d’un ensemble de M variables qualitatives C*. Nous verrons dans
le chapitre 5 que dans le cas ou 'on cherche juste la Partition approximant au mieux une
relation binaire symétrique (c’est-a-dire un Graphe non orienté et non pondéré), donnée
a priori, on tombe sur le Probleme de Zahn (voir Zahn [1964]).

Un avantage tres important de I’écriture Relationnelle du critere de Condorcet (2.6)
est qu’il ne dépend pas du nombre de classes de la partition optimale X, donc, on n’est
pas obligé de le fixer a priori contrairement aux méthodes K-Means.

La relation inverse de X, soit X, peut s’interpréter comme

(2.13)

_ {1 si 7 et ¢ n’appartiennent pas & la méme classe,
Ty =

0 sinon.

Il existe aussi une forme duale au critere de Condorcet °, qui devient alors une fonction
a minimiser et non pas & maximiser

M N N
Fc(X) = Z (Z Z(Efi’xii’ + cfi,xii/)> . (2.14)
1

k= 1=14¢=1

D’autre part 'écriture (2.7) reste valable dans le cas de recherche d’une partition.

Ce probléme de recherche de la partition médiane a été résolu de fagon exacte par la
technique du «dual du duals> avec relaxation des contraintes de binarité pure, chez IBM
Research en 1980 (avec une taille maximum o N = 150 et M = 25), un jeux de données
relativement petit de nos jours.

Matrice de Condorcet Pondérée Nous définissons maintenant une matrice qui joue
un role de médiation entre I’Analyse Factorielle et I’ ARM, il s’agit du tableau de Condorcet
pondéré, noté C. La matrice Relationnelle pondérée d’une relation binaire R est un tableau
N x N dont I'élément général est défini comme

5. Le probléme de “Clustering Consensus” fut récemment traité & nouveau par Gionis et al. [2007]
sous le nom de “Clustering aggregation”. La fonction a optimiser proposée par les auteurs correspond a la
version duale du critére de Condorcet.
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N
20..,
Gy = —2— Vi,i' eV xV avec c. = Z ci, Vi € V. (2.15)
Ci. T Car i'=1

Dans le cas ou R représente une relation d’équivalence, des simplifications importantes
se produisent dans la formule (2.15). En effet, si ¢;; = 1 (7 et i’ sont dans la méme classe),
alors ¢;, = ¢ et cette derniere quantité représente 'effectif de la classe contenant i. Donc
I'expression (2.15) se simplifie en

Ciir
b = & (2.16)
Ci.

La matrice C possede des propriétés importantes : elle est symétrique, bi-stochastique,

idempotente, a blocs diagonalisation constante et elle possede aussi la propriété de fuzzy-
6
ness"®.

Le nombre de modalités est contenue implicitement dans le tableau C et il peut étre
obtenu de deux fagons :

1. En faisant la somme des termes diagonaux de C on obtient

N N 1
=) — = (2.17)
i=1 v

=1

2. En faisant la somme des carrés des termes de C on obtient

N N N N o
Yo ZZ CC =p, (2.18)

i=14=1

ou p est le nombre de classes d’équivalence de la partition C.

Un dernier résultat important concernant la matrice de ”Condorcet Pondérée” est sa
complémentaire C, définie par

— . (2.19)

Cette matrice peut s’interpréter comme un écart a la situation d’auto similarité maxi-
7
male .

6. Propriété d’appartenance & I'intervalle [0, 1]

7. Cette matrice n’est rien d’autre, & une constante pres, que la distance du x> (chi2), introduite par
J.P. Benzécri en ” Analyse Factorielle des Correspondances” en 1973, (voir Benzécri [1973a] et Benzécri
[1973b]). A savoir

/ 2N -
dXZ (ZZ ) = ﬁcii/.

Cette expression qui lie ” Analyse Relationnelle” et ” Analyse Factorielle” est exploitée, étendue et
discutée en détail dans les articles Marcotorchino [1989] et Marcotorchino [1991].
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Conclusion : Un graphe étant un objet mathématique servant a modéliser les relations
binaires entre objets d’'un méme ensemble, le probleme de modularisation de graphes
peut étre modélisé a l'aide du formalisme de I’Analyse Relationnelle Mathématique. Ce
probleme revient a chercher une partition P sur ’ensemble de sommets du graphe V', qui
n’est autre qu’une relation d’équivalence, en ayant comme donnée d’entrée sa matrice d’ad-
jacence. Ainsi, la Recherche de Communautés dans les réseaux sociaux, releve également
de I'analyse Condorcéenne Relationnelle.






Chapitre 3

Communauté et modularisation

3.1 Introduction

Les réseaux réels ne sont pas des graphes aléatoires car ils présentent des hétérogénéités
importantes. Ils recelent souvent un ordre et une organisation implicites. En plus, la dis-
tribution d’arétes est localement hétérogene. Etant tres élevée a lintérieur de certains
groupes de sommets et faible a I’extérieur ou entre ces groupes.

Le probleme de partitionnement des graphes n’est pas un sujet récent. Il a déja été
abordé dans des disciplines les plus diverses. Ainsi en sociométrie, la premiere analyse de
la structure d’un réseau social a été faite par Weis and Jacobson [1955]. Ils ont étudié les
principaux concepts caractérisant la structure d’une organisation. Leur but était de définir
des groupes de travail dans une Agence publique (Government Agency). Chaque groupe
était séparé du reste du réseau en supprimant les membres travaillant avec fonctionnaires
des différents groupes. Ces derniers étaient considérés comme des connecteurs entre les
différents groupes. Pour les auteurs, chaque groupe jouait un réle important dans la struc-
ture de 'organisation.

Dans le livre Quantitative methods in politics de Rice [1928], 'auteur cherchait & clas-
sifier la population selon la similarité de leur préférence pour un parti politique. Nous
allons voir dans la section suivante qu’il existe un lien étroit entre la méthode de détection
de communautés et la définition de communauté.

3.2 Définition de la notion de communauté

La formulation mathématique du probleme de détection des communautés repose sur le
partitionnement (ou clustering) de graphes. Ce dernier n’est pas bien défini car il n’existe
pas une définition universelle de communauté. En effet, différents criteres de clustering de
graphes ont été proposés au fil du temps pour modéliser des phénomenes issus de domaines
différents, chacun reposant implicitement sur une définition propre, légerement différente,
a chaque fois, de la notion de communauté. De plus, le probleme de partitionnement d’un
graphe possede une application beaucoup plus large que la recherche de communautés dans
les réseaux sociaux. Car un graphe sert a modéliser non seulement un réseau social mais
également tout autre réseau : biologique, informatique, etc...Dans un graphe un groupe de
sommets peut étre, suivant le contexte ou le domaine d’application, appelé communauté,
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mais aussi classe, cluster ou module'. Voici quelques définitions de communautés trouvées
dans la littérature :

— Une définition tres citée dans la littérature est celle donnée par Radicchi et al. [2004].
Les auteurs formulent deux définitions de communauté :

1. Définition de la notion de communauté dans le sens fort : un sous-graphe est
une communauté au sens fort si chacun de ses sommets a plus de connexions
au sein de la communauté qu’avec le reste du réseau.

2. Définition de la notion de communauté dans le sens faible : un sous-graphe est
une communauté au sens faible si pour toute la communauté la somme de poids
d’arétes intra-communauté multipliée par deux est plus grande que la somme
des poids d’arétes inter-communauté ou vers le reste du réseau.

Il est clair qu'une communauté au sens fort est également une communauté au
sens faible, alors que 'inverse n’est pas forcement vrai.

— Groupes de sommets densément connectés, avec quelques rares connexions entre
groupes.

— Groupes de sommets qui interagissent plus entre eux qu’avec le reste du réseau.

— Groupes de sommets qui partagent une caractéristique commune ou qui poursuivent
un but commun.

— Ensemble de sommets qui communiquent plus entre eux qu’avec le reste du réseau.

— Ensemble de sommets homogenes entre eux mais hétérogenes avec les sommets res-
tants.

— etc...

Ces définitions, bien que différentes, possedent un dénominateur commun : une forte
densité d’arétes intra-classe et une faible densité d’arétes inter-classes (quoique 'un im-
plique I'autre). Done, I'identification de structure de classe n’est possible que si le graphe
est dense, i.e. s’il existe une quantité importante d’arétes par rapport au nombre de som-
mets. Ainsi dans un arbre? ou un graphe en forme de grille (lattice ou grid graphe en
anglais)la notion de module n’existe pas. La figure 3.1 montre des exemples de graphes
ou la définition de communauté n’a pas de sens, bien évidement il n’existe pas de groupes
de sommets qui soient remarquablement plus connectés que d’autres.

En contrepartie, le graphe de la figure 3.22 illustre clairement la notion de commu-
nautés. On voit bien que les 3 groupes retrouvés sont fortement liés et qu’il existe peu de
connections entre eux.

1. Dans le présent document nous utiliserons ces termes de fagon indistincte comme s’il s’agissait de
synonymes

2. Nous rappelons qu’un arbre est un graphe minimalement connecté, i.e. M = N — 1

3. La figure a été extraite de Girvan and Newman [2002]
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(c)

FIGURE 3.1 — (a) Anneau treillis graphe (Ring lattice graph), (b)Arbre, (c)Graphe en forme
de grille (grid graph)

3.3 Détection de communautés et modularisation

Lorsque la taille du graphe (le nombre de sommets) devient importante il devient
difficile d’étudier sa structure globalement. Donc, décomposer les sommets en sous-graphes
devient nécessaire afin de comprendre la structure réelle du graphe. Ces sous-ensembles de
sommets s’appellent des ”communautés”. Modulariser ou partitionner un graphe signifie
chercher les communautés qui le composent.

Quelque soit la définition de communauté la tache est la méme : ”Pour un graphe
donné, nous souhaitons le décomposer en sous-graphes de telle sorte que les sommets de
chaque sous-graphe aient plus a voir entre eux qu’avec les sommets du reste du réseau”.

Modulariser un graphe revient donc a trouver une partition P de ses sommets de telle
sorte que les éléments de P soient le plus possible ”densément connectés”. Les parties de P
ainsi obtenues sont les communautés cherchées. Ainsi le graphe est partitionné en  classes.

La détection de communautés a de multiples applications :
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F1GURE 3.2 — Exemple de graphe qui possede une structure de communautés.

Fréquemment les sommets densément connectés partagent une remarquable pro-
priété commune. Par exemple, dans le cas de réseaux sociaux cette propriété peut étre
un intérét commun ; dans le cas des pages web, les communautés partagent parfois
une thématique commune. Donc, en analysant les objets qui composent une méme
communauté on peut leurs attribuer des propriétés intrinseques et caractéristiques
de la communauté elle -méme.

Etant donné que les objets qui appartiennent & une méme communauté sont plus
homogenes que le réseau dans sa globalité. Etudier chaque communauté séparément
peut nous permettre de repérer des caractéristiques qui ne sont pas facilement
repérables si I’on étudie le réseau au niveau global.

Chaque communauté peut étre condensée (résumée) en un seul "méta-sommet”
(meilleur représentant de la communauté?), permettant une analyse du réseau &
un niveau plus grossier, et une focalisation sur la structure de niveau supérieur.
Cette approche peut servir pour visualiser un réseau de fagon simplifiée, en perdant
le minimum d’information.

Les sites internet dédiés a la vente de produits de consommation cherchent a trouver
chez leurs acheteurs des groupes de clients qui ont des intéréts et des désirs d’achats
semblables et sont géographiquement proches les uns des autres. Ainsi chaque groupe
recevrait une attention et un service différent de la part du site internet.

Si le graphe est grand, chercher a le comprendre dans sa globalité devient tres com-
plexe, voire impossible. Il est, alors, indispensable de pouvoir le ”partitionner” en
sous-ensembles gérables et faciles a comprendre.

Découvrir les modules d’un graphe permet d’identifier la fonction de chaque sommet
dans le module. Ainsi un sommet qui posséde une position centrale (i.e. il est adjacent

4. Ceci renvoie aux notions de centralité (de différentes sortes) que nous avons explicitées précédemment.
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a plusieurs sommets dans la classe) peut avoir une fonction importante de controle de
la stabilité au sein du groupe ; tandis que les sommets situés a la frontiere de la classe
jouent un role important de médiation et d’échange avec les autres communautés
(voir Barabési and Frangos [2002], Barabasi [2012] et Viennet [2009]). Par exemple
dans des réseaux comme FaceBook ou Internet, on trouve des sommets, appelés hubs,
qui ont beaucoup de liens et en méme temps certains sommets qui ont tres peu de

liens. En fait, la plupart des réseaux réels sont tres hétérogenes®..

— Dans un réseau informatique, la détection de modules peut servir a connaitre quelle
est la meilleure facon de répartir les taches associées aux processeurs afin de mini-
miser les communications entre eux et permettre une haute performance de calcul.

Cette procédure de modularisation de graphes nécessite 1’élaboration d’un critéere per-
tinent qui puisse juger la qualité du partitionnement. Comme mentionné précédemment
plusieurs criteres ont été proposés. La plupart de ces criteres prennent en compte la valeur
de 4 quantités importantes :

— Nombre d’arétes intra-classe ; la plupart de criteres qui font intervenir cette quantité
sont des criteres a maximiser. Il s’agit de la quantité représentant les accords positifs
entre les données et la variable cherchée X.

— Nombre d’arétes intra-classe manquantes pour en faire un graphe complet : cette
quantité élémentaire compte les arétes manquantes & 'intérieur de la classe pour
que celle-ci devienne une clique ou un graphe complet.

— Nombre d’arétes inter-classes : quantité nommée dans la littérature anglophone cut,
coupure, car il s’agit du nombre d’arétes qu’il faut couper pour obtenir les classes
séparées. La plupart des criteres faisant intervenir le cut s’expriment comme une
fonction & minimiser, par exemple le "ratio cut” de Wei and Cheng [1989] et Wei
and Cheng [1991], ou bien la coupe normalisée ("normalized cut”) de Shi and Malik
[2000].

— Nombre d’arétes completes inter-classes manquantes. Cette quantité élémentaire est
apparentée a la quantité précédente, et représente les accords négatifs entre les
données et la Relation cherchée inverse X.

Le tableau suivant montre I’écriture relationnelle de ces 4 quantités. Chacune joue un
role important dans la formulation des criteres de partitionnement de graphes :

5. Les réseaux de ce type sont aussi connus sous le nom de réseaux ”sans échelle”
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Quantité Ecriture Relationnelle
A
Arétes intra-classe 3 2 ,Zl Qi Tigr
=1 /=

Arétes intra-classe manquantes Qji! Tii!

.“M:
WE

<
Il
—_
=
Il
—

Arétes inter-classes : Cut Qi Tijr

N

M=

Accords négatifs Qjit Ty

M=M=

N =

14

I
=

7

Certains criteres s’écrivent comme ’addition et/ou la soustraction de certaines parmi
les quantités présentées ci-dessus. D’autres critéres maximisent ou minimisent des ratios
de ces différentes quantités.

Dans la suite nous étudierons différents criteres de modularisation. Sauf indication
contraire nous traiterons les graphes non-orientés, non pondérés et non réflexifs. On trou-

vera un résumé sur la modularisation des graphes orientés dans Malliaros and Vazirgiannis
[2013].



Chapitre 4

Propriétés des Criteres de
modularisation

4.1 Propriétés vérifiées par des Criteres de Partitionnement

La liste de propriétés présentées par la suite n’est pas une liste exhaustive. Il s’agit des
propriétés fondamentales et générales vérifiables par certains critéres de partitionnement
ou de classement. Ces propriétés sont formelles ou structurelles et induisent (tout au
moins pour certaines d’entre elles) des finalités plus ou moins intuitives, qu'il s’agit de
bien interpréter et comprendre. En voici quelques unes parmi les plus incontournables :

4.1.1 Propriété de Linéarité

Un probleme de classification est linéaire par rapport a la variable inconnue X, si le
critére associé (<fonction économique »ou fonction qualité) s’écrit sous la forme

N N
F(X) = Z Z P(air )z + K, (4.1)
i=14=1

ou la fonction ¢(a;) dépend uniquement des données d’entrée (dans notre cas, de la
matrice d’adjacence du graphe).

4.1.2 Propriété de Séparabilité

Un critere de modularisation ou de classification est séparable au sens : ”variables-
données” si le critere associé peut s’écrire sous la forme :

N
F(X) =YY ¢laiw)d(aw) + K, (4.2)
=1

i=1
ou les quantités ¢(a;;) ne dépendent que des données initiales du probleme considéré

et ou 1 (x;) est une fonction de la relation inconnue X comme par exemple :

— Si ¢(x;7) = 4 le critére posseéde aussi la propriété de linéarité.
— Si 9(x) est, par exemple, une fonction de la relation X pondérée :
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1 .
., 1 =1
V(i) = Ty = T {IZ o i ’ (4.3)

0 sinon.

Dans ce cas le critére n’est plus a proprement parler ”linéaire” en x;, mais il est
néanmoins séparable.

La propriété de ”séparabilité ” est trés importante du fait qu’elle permettra de simplifier
beaucoup d’expressions de criteres qui seront présentées par la suite.

4.1.3 Propriété d’Equilibre Général

Un probléme de classification est équilibré par rapport a la variable inconnue X, si
le critere associé peut s’écrire sous la forme :

N N N N
= Z Z (I” ZL'“ Z Z ¢ au :I:u ) K, (44)

N

ou :

o ¢(.) et ¢(.) sont des fonctions dépendantes des données d’entrée et non pas de I'in-
connue X. Il s agit de fonctions positives qﬁ(au ) > 0 et ¢(a;7) > 0 non toutes nulles,

ce qui implique Y7 3707 ¢ > 0 et S S0 i > 0.

o 9(.) et 1(.) sont des fonctions dépendantes et croissantes des inconnues X et X
respectivement.

Si le probleme de classification correspond a une maximisation, nous aurons dans
quelques cas particuliers ¢(a;;) est croissante en a; et/ou ¢(a;) est croissante en ;. De
fagon analogue, si le critére de classification est & minimiser dans certains cas ¢(a;y) peut
étre décroissante en a; et/ou ¢(a;y) peut étre décroissante en @, .

La notion d’équilibre vient du fait que I’équation (4.4) est composée de facon symetrique :

N N
1. D’accords positifs (ou attractions positives), la quantité : Z Z d(a ) (xgr).
i=114'=1
N N
2. D’accords négatifs (ou attractions négatives), la quantité : Z Z Qi )W (Ziir).-
14i=1

4.1.4 Propriété d’Equilibre Général pour les criteres linéaires

Un critere de modularisation est équilibré linéairement par rapport a la variable re-
lationnelle X dans le cas particulier ot ¢(x;/) = xj et ¥(Z;) = Ty L'expression (4.4)
devient alors :

N N N N
= Z Z Paiy )z + Z Z P(ai )T + K. (4.5)

i=14=1 i=14=1
Dans ’équation (4.5) le critere est composé de fagcon symétrique des fonctionnelles
linéaires suivantes :
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N N
1. Les accords positifs (ou attractions positives), la quantité : Z Z d(ai )T
i=1i'=1
N N
2. Les accords négatifs (ou attractions négatives), la quantité : Z Zqz_ﬁ(aii/):in-/.
i=1i'=1
En effectuant le changement de variable Z;7 = 1 — ;7 dans ’équation (4.5), cette
formule peut se réécrire comme
N N
= Z d)m d)m L + K. (46)
i=1i'=1

Dans le cas ou le critére est & maximiser. La présence et/ou l'absence des termes ¢;;/
et ¢; joue un role tres important dans la solution optimale du critere.

En effet, & partir de 'expression (4.5) il est facile de vérifier que si le terme ¢z = 0Vi, 7',
i.e. si le terme d’accords négatifs n’existe pas la solution qui maximise F'(X) est la parti-
tion grossiére ou tous les sommets sont réunis en une seule et unique classe, donc x = 1

et x;y =1 V(i i,) et F(X) = Zi\il Zf)f:l it -

De fagon analogue, dans (4.5) si le terme ¢;;; = 0Vi,, i.e. en absence du terme
d’accords positifs la solution optimale est la partition triviale ou tous les sommets sont
isolés les uns par rapport aux autres, donc Kk = N et z;7 = 0si i # ' et x;; = 1Vi et

F(X) =00, S0k i

En conclusion, 'optimisation de tout critere linéaire ne vérifiant pas la propriété
d’équilibre général rendra une solution soit triviale soit grossiere ; obligeant ainsi a
I'utilisateur a fixer a priori le nombre de classes de la partition cherchée.

A partir des résultats précédents nous pouvons déduire que les valeurs que les fonctions
¢ et ¢ prennent permettent de créer une sorte de balance ou d’équilibre entre le fait de
générer plusieurs classes (partition triviale, Kk = N) et le fait de générer peu de classes
(partition grossieére, K = 1). C’est ces fonctions que nous allons caractériser au chapitre 6
pour les criteres que nous allons présenter au chapitre 5.

En tenant compte de ces résultats nous définissons deux niveaux d’équilibre pour les
criteres possédant la propriété d’équilibre général :

Définition 4.1 (Propriété d’équilibre Local). Tout critere linéaire qui vérifie la pro-
priété d’équilibre général et dont les fonctions ¢ et ¢y véTifient

Giit + i = K Vi,
possede la propriété d’équilibre local.

Cela implique que pour toute paire de sommets (i,1"), donc au niveau local, lorsque
@iy augmente ¢; diminue et vice-versa.
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Définition 4.2 (Propriété d’équilibre Global). Tout critére linéaire qui vérifie la
propriété d’équilibre général et dont les fonctions ¢ et pir vérifient

N N
ZZ (;bu +¢u =

i=1¢/'=1

posséde la propriété d’équilibre global.

La définition d’équilibre global implique que pour tout le réseau, donc au niveau global,
la somme des valeurs prises par ¢;; plus la somme des valeurs prises par ¢;; soit constante.

Nous pouvons déduire des deux définitions précédentes qu'un critere vérifiant la pro-
priété d’équilibre local vérifie aussi la propriété d’équilibre global. En revanche, la vérification
de la propriété d’équilibre global ne garantit pas que le critéere soit équilibré localement.

Un cas particulier des criteres vérifiant la propriété d’équilibre global est un modele
dit nul. Un critere se basant sur un modele nul vérifie la propriété suivante :

N N N N
Z Z Gii = Z Z Giir (4.7)
i=14=1 i=1i'=1
Il ne peut pas exister un critere vérifiant la propriété d’équilibre local et étant un modele
nul simultanément. En effet, cela impliquerait que ¢z = ¢s  V(i,4') et par conséquent,
selon Dexpression (4.6) le critére vaudrait alors F(X) = SN S0 (¢ — ¢iar )i = 0 ce
qui n’aurait aucun sens. Par conséquent, les criteres possédant la propriété d’équilibre local
et les modeles nuls sont deux sous-ensembles disjoints de ’ensemble de criteres équilibrés
globalement comme le montre le schéma 4.1.

Equilibre Local

FIGURE 4.1 — Diagramme de Venn des criteres vérifiant la propriété d’équilibre général.

Un critere de modularisation qui repose sur la définition de modele nul possede une li-
mite de résolution. La limite de résolution est une caractéristique du criteére qui fait que
son optimisation ne permet pas la détection de communautés en dessous d’une certaine
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échelle qui dépend de caractéristiques globales du réseau comme la taille du graphe par
exemple, méme §’il n’existe aucune ambigiiité par rapport a ’existence de communautés,
comme par exemple la détection des cliques connectées par une seule aréte. La limite de
résolution est une conséquence de la définition globale du critére qui a pour conséquence
que le critére ne soit pas invariant d’échelle.

Le fait qu’un critere possede une limite résolution est considéré un inconvénient. Cette
propriété a été introduite dans article trés connu de Fortunato and Barthelemy [2006],
ou les auteurs ont étudié la limite de résolution du critere de modularisation le plus connu,
la modularité de Newman-Girvan.

Au chapitre suivant nous présenterons certains criteres de modularisation et nous
étudierons leurs propriétés. Au chapitre 6 nous montrerons comment la limite de résolution
empéche aux criteres se basant sur un modele nul d’identifier certains groupes de sommets
densément connectés.






Chapitre 5

Critéeres de Modularisation

5.1 Introduction

Dans cette partie nous allons privilégier la mise en exergue d’une structuration logique
a l'expression d’un nombre important de critéres de modularisation de graphes. En effet,
différents criteres de clustering de graphes ont été proposés au fil du temps pour modéliser
des phénomenes issus de domaines divers.

Comme nous ’avons vu précédemment, modulariser un graphe revient a trouver une
relation X (une partition sur I’ensemble de sommets) la plus proche possible de A. Pour
évaluer cette proximité il faut définir soit une fonction de A et de X qui mesure une distance
(ou un écart), soit une similarité ou une proximité entre ces deux matrices. C'est cette
fonction que nous appellerons critere de modularisation. Ce critere sera a minimiser dans
le cas d’un écart ou a maximiser dans le cas d’une proximité, il sera noté de facon générale
F(A,X). Ainsi tout critere sera écrit en notation relationnelle de la fagon suivante :

max ou min F'(4, X). (5.1)
X X

Bien évidement s’il n’existait aucune contrainte sur 'inconnue X la meilleure solution
de ce probleme serait de poser X = A mais X doit représenter une partition, i.e. elle doit
de facto posséder les propriétés d’une relation d’équivalence, a savoir : symétrie, réflexivité
et transitivité. Ainsi X doit vérifier les contraintes :

xiiv € {0,1} Binarité (5.2)
Ty =1 Vi Réflexivité
xip —xp; =0 V(i,i')  Symétrie
Tyt + T — i < 1 V(i,4',7") Transitivité.
A n’appartient pas, en général, a ’ensemble des solutions possibles pour un graphe

non-orienté et non pondéré, la matrice A garantit seulement les propriétés de binarité et
de symétrie.

Nous séparons les criteres en deux catégories : linéaires et non-linéaires puisque la
propriété de linéarité joue un réle tres important tant dans I’obtention de la solution du
probleme que dans la compréhension des résultats associés.



54 CHAPITRE 5. CRITERES DE MODULARISATION

Il est important de noter ici que nous ne présenterons qu’une liste non-exhaustive de
criteres de classification ou de modularisation.

5.2 Criteres linéaires en X

Le tableau 5.2 montre I’écriture relationnelle des criteres linéaires, qui sont par voie de
conséquence, également séparables.

5.2.1 Le critére de Zahn-Condorcet (1964,1785)

C. T. Zahn dans son article fondamental ” Approximating Symmetric Relations by
Equivalence Relations” (cf.Zahn [1964]) se pose pour la premiere fois la question de trou-
ver une relation d’équivalence X qui s’approche le mieux possible d’une relation binaire
symétrique donnée R, définie sur les paires d’éléments d’un ensemble fini V. Pour satisfaire
un tel but il définit la fonction de distance p suivante entre les deux relations a minimiser.

p(X) =X - B[+ |R - X, (5.3)

ou :

R relation binaire connue.

(¢]

o X est une relation d’équivalence qui doit approximer au mieux R au sens de la
distance p.

(¢]

La notation |B| signifie le cardinal de ’ensemble B.
o La notation A — B= AN B.

Dans Zahn [1964] l'auteur se rend compte que ce la relation R peut étre facilement
modélisée a partir d’'un graphe non-orienté et sans boucles ou les sommets seraient les
éléments de ’ensemble V' et les relations entre eux seraient les arétes.

Pour définir la fonction d’éloignement 5.3 Zahn traite la relation R comme un sous-
ensemble du produit cartésien V x V. Les paires (v, v}) € V XV qui ne sont pas en relation
peuvent étre dénotées par R, le complément de R dans V x V. L’équation 5.3 peut s’écrire
de la fagon suivante :

p(X)=|XNR|+|RNX]|.
Ainsi I’équation 5.3 n’est autre que le critere de Condorcet pour k=1 :
N
Z Z(aii'ﬂﬁii/ + i Ty ), (5.4)

=1 ¢'=1

Fzo(X) =

DO |

ou x;; doit vérifier les contraintes d’une relation d’équivalence (5.2)

L’équation (5.4) peut aussi s’écrire comme une fonction & maximiser :

FZC(X)N: 3 %5\21 S @i + i)
=3 2 iny Y1 (@i + @i (1 — z40))
= % Zf\il Zf-y:l(dz‘z" — Qi) T+ Qg ),



5.2. CRITERES LINEAIRES EN X 55

ce qui équivaut a maximiser :

N N
Fzo(X) = Z Z(aii’ — Qi )z — K. (5.5)
i=14=1
A partir de cette derniére expression nous pouvons déduire ses propriétés :
o Il est linéaire, donc séparable.
o Il possede la propriété d’équilibre général donc il rend une solution optimale non
triviale ni grossiere.
o Il est aussi équilibré localement car ¢;; + ¢;7 = a;y + a;7 = 1. Par conséquence, il
N N
est aussi équilibré globalement : Z Z(QW +a;) =N 2,
i=14=1

Le théoreme suivant caractérise la densité d’arétes des classes obtenues via 1'optimisa-
tion du critere de Zahn-Condorcet :

Théoréme 5.1 (Les classes obtenues en maximisant le critére de Zahn-Condorcet). Etant
donné un graphe connecté G = (V, E), non pondéré et non orienté, le partitionnement ob-
tenu en maximisant le critére de Zahn-Condorcet posséde la propriété suivante : le nombre
d’arétes a lintérieur de chaque classe d’équivalence est supérieur ou €égal a la moitié du
nombre mazimal d’arétes intra-classe possibles, c’est-a-dire le nombre d’arétes existant
dans le cas ot les éléments de la classe forment un graphe complet.

Démonstration. En tenant compte des contraintes de réflexivité et symétrie de la variable
xi (i.e. xy = 1Vi et x = xy;), Péquation (5.5) s’écrit

FZC(X) = Zbi,(aii/ — dii’)fxii’ —+ ]\72 —2M — N.
Sl n’y a pas de données manquantes ' nous avons :

© Y v iy est le nombre d’arétes intra-classe pour toutes les classes.

© Y s @iy est le nombre d’arétes manquantes dans chaque classe pour que les
éléments de la classe forment un graphe complet.

Si I'on note F; le nombre total d’arétes a l'intérieur de la classe j. Le nombre total
d’arétes manquantes pour que la classe j soit un graphe complet sera : (W — Ej).
Avec ces notations le critere de Zahn-Condorcet se réécrit :

Frc(C) = Y5y (B — (=Y — Ej)) + N2 —2M — N,

soit
Fzc(C) = Y5, (2E; — =) 4 N2 — oM — N.

Le terme (2E; — W) représente la contribution de la classe j a la valeur du critere.
Pour chaque classe j de la partition optimale C cette contribution doit étre positive, c’est-
a~dire :

1. Dans la suite de ce document cette hypothese sera considérée vérifiée.
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(2B; — M@=y > 0 soit By > M=)

2
S’il existe une classe j telle que (2E; — %]) < 0, cette classe ne fait pas partie de la

partition optimale car sa contribution est négative. Il est toujours possible d’augmenter
la valeur du critere en séparant les sommets de j. Par exemple, rien qu’en isolant tous les
sommets de j la contribution de chaque classe obtenue devient nulle. O

Le théoréeme 5.1 montre que la densité d’arétes des classes obtenues via l'optimisa-
tion du critere de Zahn-Condorcet est supérieure ou égale a 50%. Ce résultat est une
conséquence de ” La régle de la magjorité absolue de Condorcet” en théorie des votes.

Remarque importante : le théoreme 5.1 s’applique a chaque classe d’équivalence du
partitionnement optimal et non pas a chaque paire de sommets d’une classe.

5.2.2 Le critére paramétré d’Owsinski-Zadrozny (1986)

Dans certains cas la condition de majorité absolue intra-classe imposée par le critere de
Zahn-Condorcet peut paraitre sévere et exigeante. Tout dépend fortement de la définition
que 'on donne a la notion de communauté ou du besoin que 1'on a d’obtenir des com-
munautés denses. Si ’on appelle a le pourcentage minimal requis d’arétes intra-classe, on
peut introduire ce parametre dans la fonction & maximiser qui s’écrit alors :

N
Foz(X) = Z((l — a)a“vxiir + OLC_LW.TZ'Z‘/)@UGC 0<a<l. (56)
=1

Bien évidemment sous les contraintes d’une relation d’équivalence, équation (5.2). Cette
derniére écriture constitue une généralisation du critere de Condorcet, déja proposée par
Owsinski and Zadrozny [1986].

Les propriétés de ce critere sont :

o Il est linéaire, donc séparable.
o Il possede la propriété d’équilibre général donc il rend une solution optimale non
triviale ni grossiere.

N N
o il est aussi équilibré globalement : Z Z((l — a)ay + adg) = (1 — a)2M + a(N? — 2M).
i=1 =1
Il n’est pas équilibré localement sauf pour a = 0.5 ou ce critére est équivalent au

critere de Zahn-Condorcet.

La constante o définit I’équilibre entre la composante d’attractions positives : ) ./ a;ir iy
et la composante d’attractions négatives : )., @;#Z;». Ce terme dépend de la définition
que l'utilisateur donne a la notion de communauté. Si « est proche de 1 plus denses seront
les connexions intra-classe. Si @ = 0.5 on obtient la fonction de Zahn-Condorcet.

L’équation (5.6) peut se réécrire comme

N
Foz(X) =Y ((aw — o)) + K 0<a<l. (5.7)
i=14'=1
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Ici nous avons K = « le\il ny:l a;. Bien que cette derniere quantité dépende de «,
elle est constante car « est fixé a ’avance par 'utilisateur.

Nous pouvons aussi caractériser les obtenues via I'optimisation du critere d’Owsinski-
Zadrozny :

Théoréme 5.2 (Les classes obtenues en maximisant le critere d’Owsinski-Zadrozny).
Etant donné un graphe connecté G = (V, E), non pondéré et non orienté, le partitionne-
ment obtenu en maximisant le critére d’Owsinski-Zadrozny posséde la propriété suivante :
le nombre d’arétes a lintérieur de chaque classe d’équivalence est supérieur ou égal a a%
du nombre maximal d’arétes intra-classe possibles.

Démonstration. La démonstration est analogue a celle du théoreme 5.1 si ’on remplace %
par a. ]

Selon le théoreme 5.2 la densité d’arétes des classes obtenues via l'optimisation du
critere de d’Owsiriski-Zadrozny sera supérieure ou égale & a%.

5.2.3 Le critéere de Newman-Girvan (2004) : la modularité proprement
dite

La modularité de Newman-Girvan est aujourd’hui le critere de modularisation le plus
connu et par conséquent il est assez souvent utilisé en tant que fonction qualité dans plu-
sieurs algorithmes de classification des graphes.

Les auteurs ont proposé ce critére dans Newman and Girvan [2004] comme une mesure
de la force de la structure communautaire d’un graphe. En principe, ils avaient employé un
certain nombre d’algorithmes pour modulariser des graphes réels. Un de ces algorithmes
est le tres connu algorithme de ”Girvan-Newman” (voir Girvan and Newman [2002]).
Cette méthode consiste a enlever itérativement les arétes possédant une mesure de cen-
tralité d’intermédiarité (betweenness en anglais) élevée, i.e. détecter les arétes a couper
(cuts). En résumé, le principe était le suivant : les arétes inter-classes jouant le role d’in-
termédiaires entre 2 communautés et ces arétes inter-classes étant plus rares que les autres,
elles possédent une forte valeur d’intermédiarité. Par ailleurs le résultat obtenu a la sortie
de chaque algorithme était un dendogramme.

Cependant cette démarche présentait plusieurs inconvénients. D’une part, les coupures
ne révélaient pas correctement la notion de structure de communauté. D’autre part, il fal-
lait décider a quel niveau couper le dendogramme fourni par ’algorithme.

C’est pour faire face a ces problemes que les auteurs ont défini un critere qui maxi-
mise ’écart entre le graphe original et sa version aléatoire correspondante en partant du
principe qu'un graphe aléatoire ne possede pas de structures communautaires. En effet,
le principe de construction de ce critére énoncé dans Newman and Girvan [2004] est :
Only if the number of between-group edges is significantly lower than would be expected
purely by chance can we justifiably claim to have found significant community structure”
(ce n’est seulement que si le nombre d’arétes entre deux groupes distincts est nettement
plus faible que ce qui est prévu par le hasard pur que nous pouvons légitimement prétendre
avoir trouvé une structure communautaire significative). Ce principe implique que tous
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les graphes n’ont pas une structure communautaire intrinseque.

La fonction & maximiser proposée par Newman and Girvan [2004], plus connue au-
jourd’hui sous le nom de modularité, cherche & maximiser la différence entre le nombre
d’arétes intra-classe et ’espérance de cette valeur dans un graphe avec la méme distribu-
tion des degrés mais ou les arétes seraient placées de fagon aléatoire sans référence aux
communautés.

Soit e une matrice kK X k (ol k est le nombre de classes de la partition cherchée) dont
I'élément e;; représente la fraction d’arétes reliant les sommets de la classe j aux sommets
de la classe j'. La fonction & maximiser proposée par Newman and Girvan [2004], plus
connue aujourd’hui comme ”fonction de modularité”, est donnée par ’expression suivante :

2
K K

FNG(e):Z €jj — Zejj' =Tr(e) - ZZ[e%' ’ (5-8)
3’ Jj 7

J

ol [€?];; représente I’élément jj’ de la matrice €2, donc le deuxiéme terme de (5.8) n’est
autre que la somme des éléments de la matrice e?. Dans I’expression (5.8) le premier terme
représente la proportion d’arétes intra-classe. Le deuxieme terme représente l'espérance
d’arétes intra-classe dans un graphe aléatoire possédant le méme nombre d’arétes et la
méme distribution des degrés. Ainsi, obtenir une valeur de la fonction de modularité proche
de l'unité signifie que le partitionnement obtenu possede des communautés densément
connectées et un écart important entre la distribution réelle d’arétes et celle d’'un graphe
aléatoire.

Une autre formulation de ce critere utilisée souvent par d’autres auteurs, notamment
par Brandes et al. [2008] est :

r - cc. di 2
Fra(r) =" 'Ef\?)’—@;ﬂj ) , (5.9

J=1

o M est le nombre total d’arétes (ou la somme des poids dans le cas d’un graphe
pondéré), E(C;) est 'ensemble d’arétes intra-classe de la classe C; et d; est le degré du
sommet .

En notations relationnelles I'expression de ce critere est la suivante ? (voir aussi Labiod
et al. [2010]) :

N N
1 a;.a.g
Fya(X) =52 ) (a - W) i, (5.10)

i=1i'=1
avec X vérifiant également les contraintes caractéristiques d’une relation d’équivalence,
équation (5.2).

Ou le terme ﬁ est une constante de normalisation servant a comparer la modularité
de graphes de tailles différentes. Par conséquent la modularité appartient a l'intervalle

2. Dans la formulation originale proposée par Newman-Girvan la variable X apparait comme une sorte
de mesure de Dirac §(i,i’) ou comme une variable indicatrice.
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[—%,1]. La quantité a;, = a; = 25:1 a;i représente le degré du sommet i : d(i). Le
terme agjl\l/f' représente 1’espérance du nombre d’arétes a;; entre les sommets i et i’ (ou
le poids des arétes dans le cas d’'un graphe pondéré) dans la version aléatoire du graphe,
i.e. un graphe possédant le méme nombre total d’arétes Zi\; 1 nyzl a;g/f" = 2M et la
méme distribution des degrés nyzl % = a;, = d; Vi mais ou les arétes sont placées
de facon aléatoire sans égard pour les communautés. 3 En effet, sans aucune affinité entre
les sommets, étant donné un sommet u, le nombre ou (le poids d’arétes) reliant u a un
autre sommet v est proportionnel au nombre total d’arétes partant de v, donc a son degré
d,. Cette définition de graphe aléatoire révele la notion d’indépendance statistique dans

la distribution d’arétes.

L’écriture relationnelle de I'expression (5.10) permet de faire disparaitre le nombre
de classes de la partition cherchée, ainsi on n’est pas obligé de le fixer a ’avance. De
plus, elle met en évidence les principales propriétés du critere :

o Linéarité et par conséquent séparabilité.

o Equilibre général linéaire, donc le critére possede une solution optimale différente de
la partition triviale et de la partition grossiere (sauf dans certaines exceptions).

o Ce critere est équilibré globalement et plus particulierement il s’agit d’'un modele

N N N N
nul : Z Z Giir = Z Z Gy = 2M. 11 possede, donc une limite de résolution ne
i=14=1 i=14=1
permettant pas la détection de communautés en dessous d’une certaine échelle qui
dépend du nombre total d’arétes et le degré d’interconnectivité des modules. En
effet, comme GSX;' , ce critere aura tendance a créer de grandes classes ou de petites
classes ceci selon la distribution des degrés du graphe. Au chapitre suivant nous

caractériserons le comportement de ce terme.

La limite de résolution de ce critere a été mise en évidence dans Fortunato and Bar-
thelemy [2006] (voir aussi Good et al. [2010]). Certains auteurs ont travaillé aussi sur
quelques approches pour résoudre ce probleme (voir Reichardt and Bornholdt [2006] et
Arenas et al. [2008]).

D’autres propriétés intéressantes de ce critere sont discutées dans Brandes et al. [2008].
Notamment la propriété de non-locality (non-localité), qui met en évidence que la "modu-
larité” de Newman-Girvan, étant un critere formulé de facon globale, I’ajout d’un sommet
avec un seul voisin peut changer completement la partition optimale obtenue avant le-
dit ajout. De Montgolfier et al. [2012] ont montré aussi que des graphes tres réguliers
ne possédant aucune structure communautaire naturelle (grilles, hypercubes,...) ont une
modularité asymptotiquement égale a 1.

Il est intéressant de remarquer que le terme entre parentheéses de I’équation (5.10) est
un écart a la situation d’indépendance, comme l'indice d’association entre 2 variables qua-
litatives introduit il y a quelques années par Belson [1959] ou encore le numérateur de la

3. Cette définition de la notion de graphe aléatoire correspond a la solution optimale du modele de
flux d’entropie d’Alain Wilson (Flows Entropy Model) introduit dans Wilson [1967] dont I'objectif est de
déterminer la distribution de flux d’échanges entre individus qui maximise I’entropie sous les contraintes
de marges fixées et de conservation de masse. Dans le graphe aléatoire de Newman-Girvan, ces contraintes
correspondent a la conservation de la distribution des degrés et du nombre total d’arétes.



60 CHAPITRE 5. CRITERES DE MODULARISATION

mesure d’association du y? d’écart a I'indépendance calculé sur un tableau de contingence.
En effet, la matrice d’adjacence A d’un graphe (pondéré ou pas) peut étre vue comme
un tableau de contingences qui croise 2 variables a N modalités observées sur 2M objets
(extrémités ou bouts de chaque aréte) 4. Le terme général de cette matrice A serait, dans
ce cas-la, interprété comme :

a;y : Nombre d’extrémités d’arétes reliant le sommet ¢ au sommet ¢’.
L’indice de Belson B(X,Y") (cf. Belson [1959]) pour un tableau de contingence de terme

général n,, qui croise 2 variables X et Y a p et ¢ modalités respectivement observées sur
N objets s’écrit :

zq: (nm, - ”)2. (5.11)

1v=1

M@

B(X

S
Il

Belson effectue la somme des écarts au carré pour ne pas sommer et soustraire des écarts
dont la somme par définition est nulle. Ce critére appliqué au tableau de contingence A
sera :

- i i (au - )2. (5.12)

i=14'=1

5.2.4 La Version équilibrée du critére de Newman-Girvan (2013)

De facon analogue au critére de Newman-Girvan qui contient un terme d’accords posi-
tifs, le nombre d’arétes intra-classe moins son espérance dans le cas d’un graphe vérifiant
la structure d’indépendance (terme, entre parentheses, de 1’équation (5.10), la Modularité
Equilibrée contient de plus un terme d’accord négatifs : le nombre d’arétes inter-classes
moins l'espérance de cette quantité dans la cas d’'un graphe aléatoire vérifiant la struc-
ture d’indépendance. L’expression de ce critere, proposée par moi-méme et énoncée dans
Conde-Céspedes and Marcotorchino [2013] (voir aussi Conde-Céspedes and Marcotorchino
[2013]), est la suivante :

N N
Fru(X) = o daary ~ o WN—a)N—ap) 13
BM( ) = Z Z 274 M Ty + | @y N2 _ oM Ly | (5 )
i=14=1

ou BM signifie Balanced modularity en anglais. Ou X doit vérifier les contraintes d’une
relation d’équivalence (5.2).

a;.a ;1 __ (N—a;.)(N—a )
aar O Div = —Nr_oar

En notant p;y = . De la méme fagon que le terme d’ac-

cords positifs vérifie Z Zpii’ = Z Z a; = 2M, le terme d’accords négatifs vérifie
i=1¢/'=1 i=14'=1

N N i N N (N — ai)(N — )
I R B D T ZZ%'—N 2M.

i=14¢=1 1=14¢=1 i=14'=1

4. Tl est important de remarquer que la matrice A est un tableau de contingence spécial car elle est
symétrique.
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Ce critere possede des caractéristiques voisines de celui de Newman-Girvan. Il est
linéaire, donc séparable, il possede la propriété d’ Equilibre général linéaire, et il est
équilibré globalement et plus particulierement il s’agit d’'un modele nul :

N N , —ay NN
ZZ (an/+ (v —]\?;)_(ZM . )> :ZZ (au"+ o, ) e

i=11¢=1 1=14=1

Il possede, donc une limite de résolution.

5.2.5 Le critére d’Ecart 4 'Indétermination (2013)

Ce critere part du principe que l'on peut faire le parallele entre la construction de
critéres en environnement contingentiel et ce qui se passe dans le domaine de la théorie
des graphes.

Il y a deux standards de formation de critéres de contingence qui sont définis a partir
d’un tableau de contingences croisant deux variables catégorielles A et X (qualitatives,
relations d’équivalence)® & p et ¢ modalités ou catégories respectivement :

AX |1 [ ]v |...|qd | Total]
1 1 | - | D | --. | P1g || P
P Npl | ~o- | Mpo | -+ | Npg || p.
’Total H n1 “nv ‘...‘n.q H n._ ‘

TABLE 5.1 — Tableau de contingence

Ny est le nombre d’objets ayant les modalité u et v de A et X respectivement.
Ny, est le nombre d’objets ayant la modalité u de A.

n., est le nombre d’objets ayant la modalité v de X.

n.. = N est le nombre total d’objets.

O O O O

On définit alors deux principes :

1. Le principe d’écart a I’indépendance ou l'on compare chaque quantité n,, a
Luwlte  Dans le cas d’indépendance parfaite entre les deux variables A et X nous
avons nyy = (2%5%2) V(u,v), quantité qui annule I'indice de Belson (équation (5.11))
ou le numérateur de la statistique du x? utilisée pour tester 'indépendance entre
deux variables aléatoires. Cette quantité correspond aussi a la solution optimale du
modele de flux d’entropie d’Alain Wilson (voir Wilson [1967], Wilson [1969] et Wil-
son [1970]). Wilson considére un systeme dont les éléments ne possedent aucune

5. Ici A représente une variable qualitative ou une relation d’équivalence et non pas la matrice d’adja-
cence d’un graphe qui n’est pas, en général, une relation d’équivalence sinon une relation binaire symétrique
dans le cas de graphes non orientés.
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. Le principe d’écart a I’indétermination ou l'on compare 1, a (”T“ + ”p—j’ — —).

affinité entre eux et 'objectif est de déterminer la distribution de flux d’échange
normalisés 7y, = " (avec my, > 0V (u,v)) entre individus qui maximise I'entro-
pie du systeme : —> P _ S | 7,,Inm,, sous les contraintes de marges fixées et
de conservation de masse. En effet, sans aucune affinité particuliere entre lignes et
colonnes, étant donné une colonne v le flux d’une ligne quelconque u a cette co-
lonne est proportionnelle a sa marginale n, . Idem si 'on fixe une ligne u le flux
d’une colonne quelconque v vers u sera proportionnelle a sa marginale n ,, (voir Mar-
cotorchino [2013] et Marcotorchino and Conde-Céspedes [2013] pour plus de détails).

N
pq

Dans le cas d’une situation d’indétermination parfaite entre A et X nous avons
Ny = % + "7” — Z%V(u, v) quantité qui annule le numérateur du coefficient de
Janson-Vegelius (voir Janson and Vegelius [1982]), indice qui sert, entre autres, &

mesurer la similarité entre deux partitions (voir Youness and Saporta [2004]) ¢ (voir

N\ 2
Janson and Vegelius [1982]) Z Z (nm, - < -+ R _ >> . Cette quantité
u=1v=1 p rq

correspond aussi a la solution optimale du probleme de Commerce Minimal ou Mi-
nimal Trade Model en anglais (voir Stemmelen [1977], Marcotorchino [1984a]). Le
modele de Commerce Minimal cherche & minimiser I'écart quadratique des valeurs

2
1
Nuw & la distribution uniforme : min Z Z (mw — > sous les contraintes de mar-
[ g pq
ginales fixées et de conservation de masse (voir Marcotorchino [2013] pour plus de

détails).

Le premier principe tient compte des valeurs marginales du tableau de contingence

sous forme multiplicative, alors que le second principe tient compte des valeurs marginales
sous forme additive. On trouvera dans Marcotorchino [2013] une intéressante synthese de
la dualité entre ces deux principes.

En se servant des formules de passage des notations contingentielles aux notations

relationnelles (voir annexe A pour une liste non- exhaustive des formules de transfert,
pour plus de détails sur leur obtention et démonstrations voir Kendall and Stuart [1961]
et Marcotorchino [1984a]) on obtient la dualité suivante entre criteres d’écart carré a
I'indétermination et écart carré a I'indépendance (voir Ah-Pine and Marcotorchino [2007]) :

P q N N
LZTRLRY) Q;. a ;! a.. T
223 (= =7) = XX (o =~ ) (o~ F ~ N T Ra)lo)

u=

=1 i=14'=1

XP:Z (”uv - % - n}') >2 Z Z (au/ - > (a:“/ - 1>(,5 15)

i=114=1

6. Le coefficient de Janson-Vegelius peut étre interprété comme un coefficient de corrélation entre deux

relations d’équivalence. (voir des développements dans Idrissi [2000] et Ah-Pine and Marcotorchino [2010] :

PIARD I 1(% *l) (%”*5)

R o S )

JV (A, X)

Ce coefficient varie de -1 & +1 et s’annule si les Varlables vérifient la structure d’indétermination.
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ou les termes a;; et x; représentent les termes généraux des matrices relationnelles
de Condorcet des relations d’équivalence décrites par les variables A et X ; et a. =

Zi]\il 25:1 agr et x. = Zfil nyzl Lig! -

On voit apparaitre en sous-jacent le principe de décomposition matricielle de Torger-
son du tableau de contingence qui apparait a droite (coté relationnel) dans la formule
(5.14) et a gauche (cOté contingentiel) dans la formule (5.15) utilisée dans le domaine du
Positionnement Multidimensionnel ou Multidimensional scaling (MDS) en anglais

Focalisons-nous désormais sur la situation d’indétermination. En cas d’indétermination
parfaite et a partir de la formule (5.15) nous obtenons 1’expression suivante :

XP:Z [”uv - (n; + % - )}2 ZZ <a“/ -~ ) <:c“ - ;) =0.  (5.16)

u=1v=1 i=114=1

A partir de lexpression (5.16) on peut déduire ’expression suivante

(p 1 Z Z Qg7 L5t +Z Z Qi Ty = p 1 Z Z Q! Tig! + q 1 Z Z Qi Tyt -

i=14'=1 i=114=1 i=114=1 i=14'=1

(5.17)
Pour p =2 et ¢ = 2 on obtient :

§ § Q' T+ § § Q31 L) = § § Q43 Tyt ~+ § § Q! Tigl -

i=14=1 i=14=1 i=14=1 i=1 =1
Le cas ou il y a autant de voix de support “pour” que de voix de support “contre”,
c’est-a-dire précisément la structure d’indétermination vraie qui a donné son nom a cette
approche (voir Marcotorchino [1985] et Ah-Pine [2007] pour plus de détails). La formule
(5.17) s’appelle alors structure d’indétermination générale pondérée.

En revenant au probléeme de modularisation de graphes, de fagon analogue a la construc-
tion du critere de Newman-Girvan qui se base sur la maximisation de I’écart a I'indépendance
et en tenant compte la dualité entre la structure d’indépendance et celle d’indétermination
en statistiques de contingences, nous pouvons définir un nouveau critere de modularisation
qui se base sur la maximisation de ’écart & I'indétermination.

Comme dans la section 5.2.3 voyons la matrice d’adjacence A d’un graphe non-orienté
comme un tableau de contingence croisant deux variables, que nous appellerons A; et Ao,
a N modalités chacune décrivant 2M objets, soit les extrémités de chaque aréte, (car A
est d’ordre N et la somme de ses termes S0 SN a0 = 2M). 11 est important de re-
marquer qu’il ne s’agit pas d’un tableau de contingence quelconque, tout d’abord il croise
deux variables ayant le méme nombre de modalités® N (le nombre de sommets) et il est

7. Le Positionnement Multidimensionnel est un ensemble de techniques d’analyse multivariée en statis-
tiques utilisées souvent dans le domaine de la visualisation d’information pour explorer les similarités et
les dissimilarités dans les données. La donnée d’entrée est une matrice de dissimilarités ou distances entre
chaque paire de N objets.

8. Cela ne s’applique pas aux graphes bipartites dont les sommets sont partitionnés en deux sous-
ensembles tels que chaque aréte ait une extrémité dans un ensemble et ’autre dans ’autre ensemble
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symétrique (car le graphe est non-orienté), en plus si le graphe est non-pondéré ce tableau
est binaire.

Le terme général de la matrice d’adjacence vue comme un tableau de contingence peut
étre interprété de la facon suivante ?

a;y = nombre d’extrémités d’arétes sortant du sommet 7 vers le sommet 7’.

Ainsi, une extrémité ou bout d’aréte possede la modalité i de A; et la modalité i’ de Ao
si elle sort du sommet 4 et si I'autre extrémité de son aréte sort du sommet 7'. Et comme
chaque aréte a deux extrémités et le graphe est non-orienté nous avons : a;; = a;y.

Sur ce tableau de contingence nous définissons un critere de modularisation qui maxi-
mise I’écart entre a;; et ( + 2 e 3\,—]\?) que nous appellerons Critére d’Ecart a I’ Indétermination
ou Deviation to Indetermination : DI en anglais (voir Marcotorchino [2013]) :

a 2M
For(X ZZ ( N N2>xii,, (5.18)

z*l V=

ou X doit vérifier les contraintes d’une relation d’équivalence, équation (5.2).

Nous assumons la condition de positivité suivante :

N(a; +ay) >2M Vi, i, (5.19)

La condition (5.19) garantit la positivité du poids d’arétes, dans le modele vérifiant la
structure d’indétermination. Comme nous le verrons au chapitre 6, le non respect de cette
condition peut entrainer que la solution optimale contienne des classes a composantes non
connectées.

Ce critére posséde des propriétés voisines de celui de Newman-Girvan : il est linéaire,
. . . N N N ;
séparable et il est aussi un modéle nul car Y, >0 (4 — % — & 1) =0, donc
il a une limite de résolution.

Nous pouvons interpréter la situation d’indétermination comme un graphe qui possede
les mémes propriétés que le graphe d’origine en ce qui concerne le nombre total d’arétes,
Zij\il nyzl (% + % — N2) = 2M, et la distribution des degrés 1° E 0 (% + % - %) =
a;. = d; mais ou une fois le degré de chaque sommet fixé (ou la somme du poids des arétes
incidentes dans le cas d’un graphe pondéré), celui-ci est distribué de fagon équitable entre
toutes les arétes du graphe tout en conservant la somme totale d’arétes ou de poids total.
Autrement dit, les degrés d; et dy étant fixés le poids de 'aréte reliant les sommets i et 7',
soit a;y, sera un N-eme du degré de 7, soit %, plus un N-éme du degré de ¢, soit %, moins
le degré total équiréparti entre toutes les arétes %\,—J\g

Nous parlons de graphe pondéré car les seuls graphes non-pondérés ayant la structure
d’indétermination sont les graphes ot aucun sommet n’est connecté, i.e. a;; = 0Vi, i et

9. Cette facon d’interpréter le terme général de la matrice d’adjacence équivaut a traiter le graphe
non-orienté comme un graphe orienté symétrique.
10. Ces contraintes sur la distribution d’arétes correspondent aux contraintes de conservation de masse
et de marginales fixées du probleme de Commerce Minimal.
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une clique, i.e. a;z = 1Vi,7 ol tous les sommets sont connectés les uns avec les autres.
La figure 5.1 montre un graphe pondéré dont les poids des arétes vérifient la structure
d’indétermination.

FIGURE 5.1 — Graphe pondéré vérifiant la structure d’indétermination.

Pour mieux comprendre la structure de ’écart a I'indétermination dans les graphes
considérons alors un graphe pondéré mais non-orienté, dont le terme général de la matrice
d’adjacence ou matrice des poids W est donné par w;y = (% + & — ?V—AQI) ol w; =
Zf};l w;; est le poids total d’arétes partant du sommet ¢ et ou 2M = Zfil 29721 wi;r. 11
est facile de démontrer que Vi # i/, j # ' (wiy+w;j) = (wjir +w;jr), c’est-a-dire que pour
tout sous-tableau de taille 2 x 2 extrait de la matrice d’adjacence, la somme de ses termes
diagonaux est égale a la somme de ses termes anti-diagonaux. Cette condition d’équilibre
interne s’appuie sur ce que certains (dont Alan Hoffman dans Hoffman [1963]) ont appelé
les ”conditions de Monge d’un tableau” faisant référence aux travaux de Gaspard Monge

définis dans Monge [1781] de la fagon suivante :

Définition 5.1 (Tableau Monge et Tableau Anti-Monge). Une matrice C de taille p X q
et de terme général ¢y, est un tableau Monge si C vérifie la propriété :

Cuv + Curet < Cuypr +Cury V1<u<u' <p, 1<v< <q.
Réciproquement, une matrice C est appelée un tableau anti- Monge si celle-ci vérifie :
Cuv + Curv? 2 Cynt + Cuto V1§u<u'§p,1§v<v’§q.

En l'occurrence la matrice de poids du graphe vérifiant la structure d’indétermination
est Monge et AntiMonge. Ainsi nous en déduisons :

.
Wi + Wity = Wi + Wiy Vi,
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De plus, comme le graphe est non orienté la matrice de poids est symétrique wy; = wyyr,
cela implique que le poids de chaque aréte vaut :

Wi + Wity
—

Ainsi le poids de I'aréte reliant les sommets i et 7’ est la moyenne arithmétique des
poids de boucles des sommets se trouvant & chaque extrémité.

Wyt =

(5.20)

De fagon analogue, la matrice de poids W d’un graphe dont le terme général vaut
Wiy = (waﬂw/) vérifie Vi # 7, j # j°  (wiprwjj) = (wjpw;jr), c’est-a-dire que pour tout
sous-tableau de taille 2 x 2 extrait de la matrice d’adjacence, le produit de ses termes
diagonaux est égale au produit de ses termes anti-diagonaux. En effet la matrice de poids
est a la fois un tableau log-Monge et anti log-Monge dont la définition est la suivante (voir

Marcotorchino [2013]) :

Définition 5.2 (Tableau Log-Monge et Tableau Anti Log-Monge). Une matrice C de
taille p x q et de terme général ¢y, > 0 est un tableau Log-Monge si C vérifie la propriété :

Incy +Incyy <lncyy +lncy, V1i<u<u <p, 1<v<d <g. (5.21)
Réciproquement, une matrice C est appelée un tableau anti log-Monge si celle-ci vérifie :
Incyy +Incyy >Incyy +Incy, V1i<u<d <p, 1<v<d <g. (5.22)

A partir de ces résultats nous déduisons :
..
WigWiryr = WirgWyzr V1,1

De plus, comme le graphe est non orienté, la matrice de poids est symétrique wy; = wyy,
cela implique que le poids de chaque aréte vaut :

Wijr = /Wi Wyt - (5.23)
Dong, si la distribution d’arétes du graphe vérifie la structure d’indépendance, le poids

de laréte reliant les sommets i et i’ est la moyenne géométrique des poids de boucles des
sommets se trouvant a chaque extrémité. La figure 5.2 illustre ces résultats :

e 8 8 _8

Wiy = u”a i

Wy =

FIGURE 5.2 — A gauche le poids d’une aréte dans le cas ’'INDETERMINATION, & droite
le poids d’une aréte dans le cas ’'INDEPENDANCE.

Nous allons étudier plus en détail la différence entre le critere de Newman-Girvan et
I’Ecart a I'Indétermination au chapitre 6 en nous basant sur la dualité entre ces deux
principes.
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Plus sur la dualité indépendance-indétermination

Maintenant focalisons-nous sur la dualité indépendance-indétermination quand on passe
de I'environnement contingentiel vers I’environnement relationnel et vice versa. En se ser-
vant de la symétrie des matrices A et X, en développant le membre droit de ’expression
(5.14) et apres regroupement et simplification des termes de méme nature, celui-ci peut
s’écrire sous la forme équivalente suivante :

(5.24)

Sous cette forme il est intéressant de remarquer que le membre droit de (5.24) est for-

mellement équivalent au critere d’Ecart & 'Indétermination proposé précédemment. Ainsi

si la matrice d’adjacence du graphe a modulariser A représente une relation d’équivalence

& p4 modalités '' maximiser le critere d’Ecart a I'Indétermination en notations relation-

nelles équivaut a maximiser I'écart & 'indépendance en notations contingentielles entre les
relations d’équivalence A et X :

NN a;. a ;! 2M oA Ny Ny 2
For=303" (w5 — 5 + 2 ) mir = 2.0 (e = 7577) . (5:29)

_ N N _
car a., =y iy ) y— G = 2M.

La matrice A ne représentant pas une relation d’équivalence nous ne pouvons pas parler
d’écriture contingentielle du critere. Cependant nous pouvons nous servir de l'expres-
sion (5.25) pour trouver une représentation du critere d’Ecart & I'Indétermination dans
un environnement semi-contingentiel. Un environnement qui croise non pas deux relations
d’équivalence mais une relation binaire symétrique d’une part avec une relation d’équivalence
d’autre part. Dans notre cas particulier, cette relation binaire symétrique sera représentée
par l'espace des arétes du graphe présentes dans la matrice d’adjacence et la relation
d’équivalence sera la décomposition du graphe en classes d’équivalence telle que celle que
nous cherchons a obtenir, ceci se faisant de la facon suivante :

On définit la matrice A comme A = A + M Iy, ou Iy est la matrice identité en di-
mension N.

On définit de plus la matrice A’ pour j € {1,2,..., M} comme la matrice de la relation
d’équivalence a (N — 1) classes : 1 classe contenant les 2 sommets reliés par 'aréte j et
(N —2) classes composées chacune d’un seul sommet, chacun des (/N —2) sommets restants.

Clairement la matrice A est la somme de M matrices représentant une relation d’équivalence,
soit mathématiquement A = Z;W A’ A titre d’exemple, considérons le graphe suivant :
Dont la matrice d’adjacence est :

11. Ce qui n’est pas le cas car elle n’est pas transitive, sauf si le graphe est décomposé en cliques non
connectées. Ce qui n’est pas le type de graphes qui font 'objet de notre étude, sinon le probleme de
modularisation n’aurait pas de sens.
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A

FIGURE 5.3 — Graphe non orienté a 6 sommets

010000
101000
010101
A_001011
000100
001100

e . ~1 ~ .
La matrice A et, par exemple, la matrice A de l'aréte reliant les sommets 1 et 2
seront :

6 1 00 0O 110000
16 1000 110000
A 016101 A1_ 100 1000
001611 000 10O
000160 000 O0T1QO
001 106 000 0O01

Les matrices A’ et X définissant chacune une relation d’équivalence sur les N sommets,
elles admettent une notation contingentielle aussi :

N—-1 & j 2 N N i ~j
i Nu.Nw - ~j a; ay (N + 2)
Z(”f“" N ) ‘ZZ@—&—W el ESCED

i=11¢=1

puisque V5 SN S agi, = (N + 2). Comme lexpression (5.26) est vérifiée pour
chaque aréte, nous pouvons l'appliquer pour chacune et faire la somme pour les M arétes :

M N-1 s [ j M NN/ G G (N
S (ot ) 35S (- - ) o
: j =1

j=1 u=1 v=1 j=11i=1

Développons d’abord le membre gauche de cette derniére expression. Les arétes peuvent
étre séparées en deux groupes : coupées et non-coupées par la partition X. En notant cut
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le nombre d’arétes coupées, nous avons :

N-1 & cut ' njn 2 M ) njn 2
(S () ) [ 2 () )| -

u=1 v=1 7j=1 j=cut+1
N—-1 & cut M cut M M iN2. 92
(nd )2 + ()2 — 2 P i i | S )
My L N MMy M MMy o N2
u=1 v=1 | j=1 j=cut+1 j=1 j=cut+1 J=1

(5.28)

s . . . ~J
Les termes généraux des tableaux de contingence croisant les relations A" et X ont
des caractéristiques particulieres selon que 'aréte j ait été coupée ou non-coupée. Tout
d’abord, concernant les marginales, nous avons ni, = {1,...,1,2,1,...,1} car les variables

xJ N N . .y
A’ possedent une classe a 2 sommets et les autres classes constituent des sommets isolés.
De ce fait deux cas peuvent se présenter :

1. Si aréte j est coupée tous les termes du tableau de contingence croisant A’ et X
sont soit égaux a 'unité soit nuls, tout en respectant les marginales. Ceci s’interprete
comme le fait que les deux extrémités de l'aréte j se trouvent dans deux classes
différentes.

2. Si l'aréte j est non-coupée tous les termes du tableau de contingence croisant A’
et X sont soit égaux a 'unité ou nuls et il existe un seul terme égal a 2. Les deux
sommets a chaque extrémité de ’aréte j.

A titre d’exemple, considérons une partition du graphe de la figure 5.3 en 2 classes, une
C1 = {1,2} contenant les sommets 1 et 2 et une deuxieme contenant le reste de sommets
Co = {3,4,5,6}. Il existe donc une seule coupure, celle de l'aréte reliant les sommets 2
et 3. En numérotant les arétes par ordre croissant selon le numéro des sommets auxquels
elles sont attachées, les tableaux de contingence entre la relation d’équivalence décrite par
I’aréte j, soit A’ et la partition X notés A’ respectivement :

2 0 10 10
0 1 11 10
B =|o 1| B =|o 1| B =B"=B=8B"°=]0 1
0 1 0 1 0 2
0 1 0 1 0 1

. ~2 N A ’
Clairement le tableau B™ correspond a ’aréte coupée.

En tenant compte de ces remarques les termes de la derniére expression de (5.28) se
simplifient de la facon suivante :

o Lorsque I'aréte j est coupée, tous les termes de son tableau de contingence étant nuls
cut N—1 & cut

ou égaux a I'unité, nous avons : (n4,)? = ni, et alors g E E (nd )= g N = Ncut.
7j=1 u=1 v=1 j=1
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o Lorsque j n’est pas coupée, le tableau de contingence B’ possede (N — 2) termes
égaux a 'unité et un terme égal a 2, donc la somme des carrés des termes vaut (N+2),

N-1 M & M
de ce fait nous avons : Z Z Z(n{wf = Z (N +2)= (M —cut)(N +2).
u=1 j=cut+1v=1 j=cut+1

o Compte tenu de la structure du tableau de contingence B’ lorsque j est coupée, le

N-1 k K
terme E E nd nl n, = E n? + (n/' + n??) ot /! et n?? représente 'effectif des
u=1 v=1 v=1

classes contenant les deux sommets se trouvant a chaque extrémité de ’aréte j.
o De fagon analogue au cas précédent, lorsque 'aréte j n’est pas coupée, étant donné
que les sommets se trouvant a ses deux extrémités sont dans la méme classe, nous

N-1 & K

avons : g E nl, nln, = E n? + 2n’ ott n? dénote la taille de la classe contenant
u=1 v=1 v=1

laréte j.

o nous avons toujours Zgi;l) n2 = (N +2).

Par conséquence nous obtenons que (5.28) s’exprime par :

9 K 9 cut ' ‘ M ‘ M K
cut N+ (M —cut) (N+2)— M > n?v—ﬁ S +2 Y o) +z(V+2) > n,
v=1 7j=1 j=cut+1 v=1

expression qui peut encore se simplifier de la fagon suivante :

oM M K 9 cut M
_ 2 i1 12 j
TG = MN +2(M — cut) + <N2 — N) ;n - ;(nﬂ +nl?) + 2j§+1nx :

(5.29)
ou T'G signifie terme gauche, maintenant développons le terme droit 7'D de (5.27) :

N N M i~
ioa  ay, (N+2)
TD=) > %zE(afz_J\Zr_ N +N2>'

i=1i'=1 j=1

En nous servant de la définition de la matrice A et de ’égalité suivante :
A NM R
A=) ; A=A+ ML
Nous déduisons les propriétés suivantes :

J i

o,
M ~j _{au" si i # 7,
!

o Le terme général de A vaut a;y = > . a;, = .
M  sinon.

o A partir du résultat précédent : a; = a; = nyzl Z;W al, = (a;, + M).

i’
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Si on remplace dans notre expression 7'D nous obtenons :

N N
TD = Zau’xm +ZM-75” ZZ al +az’+2M x“/ ZZ N+2 L5t

i =1 4'=1

Apres développement et en tenant compte que a; = 0 Vi, nous obtenons I’expression
suivante :

TD — ZZ(“ _“JFG)JF%‘?);B —|—MN——ZZ$” (5.30)

i=14=1 i=14=1

Maintenant en égalant TG = T'D (expressions (5 29) et(5 30)) et apres simplification
de termes similaires et en considérant que > 5_, n? = ZZ 1 Z _1 Ty (voir les formules
de transfert, annexe A) nous obtenons :

M K
2 ; ; 2M (a; —I—a 2M
2(M - cut) — N E (7”LJ1 + nﬂ) + F E n. E E <CL“ - > ) + ]\72> Tl -

j=1 v=1 i=14'=1
(5.31)
A partir de cette derniere expression nous pouvons déduire l’expression de critere
d’Ecart & I'Indétermination (5.18) dans un espace semi-contingentiel qui croise une relation
binaire symétrique 2 avec une relation d’équivalence, qui est fonction des tailles des classes
de la partition cherchée et d’arétes :

Mo , oM &
Fpr = 2(M — cut) Z (n! +n??) + ~7 > nl, (5.32)

A partir de cette expression nous pouvons déduire les formules de transfert suivantes :

Notation Relationnelle & Semi- | Interprétation

Contingentielle

1

3 Z Z aiy Ty = (M — cut) Arétes intra-classe.
i=1 /=1

NN

3 Z Z ;i iy = cut Arétes inter-classes

K

g n? Somme des carrés de tailles de
v=1 classes

Mz

14

-
I

Mz

i = E E ayTiy = E (n?! 4+ n/?) | Tailles de classes contenant chaque
i=1i'=1 j=1 extrémité d’aréte

=173

L’écriture (5.32) permet aussi d’écrire le critére d’Ecart & I'Indétermination en fonction
de la matrice e définie précédemment et utilisée dans la définition originale du critere de
Newman-Girvan (5.8) :

12. 1l est important de rappeler que ce résultat est valable pour un graphe non-pondéré, non-orienté et
non-réflexif.
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1 K K 2M K K
Fpr(e) =Tr(e) — > > leDy + Dyeljy + el > Dy (5.33)
Jj o Jj 7
ou la matrice D,, = diag(n1,...,n;,...,n,) est une matrice diagonale x x £ contenant

les tailles de classes de X sur la diagonale principale.

5.2.6 Le critere d’Ecart & I’Uniformité

Ce critere a une construction voisine au critére de Newman-Girvan. Il maximise 1’écart
entre le nombre d’arétes intra-classe et sa version aléatoire dans le cas ol tous les sommets
possederaient le méme degré, a savoir le degré moyen du graphe. Un critere se basant sur
le méme principe sous le nom de critére d’écart a la moyenne a été déja introduit dans le
cadre de classification automatique par Chah [1983]. Cette fois la version aléatoire corres-
pond a un graphe ot les arétes sont distribuées selon une loi uniforme et il n’existe pas de
contraintes concernant le respect du degré de chaque sommet.

Le cas hypothétique ou tous les sommets sont repartis selon une loi uniforme, corres-
pond au cas ou nous avons une absence totale d’information par rapport a la situation
relative a la distribution d’arétes, mis a part le nombre total d’arétes lui-méme. Un exemple
de graphe suivant une telle distribution des arétes est ce qu’on appelle un ”grid lattice”,
c’est un graphe qui ne possede aucune structure communautaire, disons un graphe en
forme de grille ou treillis (lattice graph en anglais) :

FIGURE 5.4 — Graphes dont tous les sommets ont le méme degré.

Le critere d’Ecart & 1’Uniformité s’écrit alors 3 :

13. La construction du graphe suivant la structure d’uniformité, est analogue a la solution du plus simple
PSIS (Program of Spatial Interaction System) en absence de contraintes. En effet, quand on n’a aucune
connaissance concernant la distribution des degrés, celle ci vérifie le principe de Laplace dit ”d’indifférence”
(principle of insufficient reason) : The likelihood of the diverse states of the Nature is identical because
we do not know any information as for their relative likelihood and to consider that the world trade
is uniformly distributed inside the system. La distribution uniforme correspond au plus haut degré de
désordre qu’un systéme peut avoir selon I’entropie de Boltzmann and Shannon.
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N N
1 2M
Fonit(X) = 577 > (au’/ - NQ) Tyt (5.34)

ou la variable X doit vérifier les contraintes d’une relation d’équivalence (5.2).
La quantité § = %V—Ag est précisément la densité ou taux d’occupation d’arétes, toujours
comprise entre 0 & 1, définie au chapitre 1 et dont quelques valeurs empiriques pour des

graphes réels ont été données dans le tableau 1.1.

Ce critere est linéaire, séparable, et équilibré globalement car il s’agit d’'un modele

nul car N S a =N S 2] = 2M. 1l possede donc, une limite de résolution.

Comme nous avons vu le critere de Zahn-Condorcet n’est pas un modele nul. Cependant
lorsque o = § le critere d’Owsinski-Zadrozny pondéré le terme d’accords positifs et le terme
d’accords négatifs du critére de Zahn-Condorcet de facon & rendre le critere résultant un
modele nul, en effet :

ii(l — 8)agy = ZZ‘S‘W = <2M— 4]]\\[42>

i=14¢=1 i=14¢=1
Le critere résultant sera :

N N
FOZ’Q 5 Z Z 1 — CL“/JZZZ/ + Qi Ty ) . (5.35)

i=14'=1

En réécrivant 'expression (5.35) nous retrouvons I'Ecart a I'Uniformité & une constante
pres :

N N
FOZ,oz:zS(X) = Z Z Qi1 — $ii’ + K

i=14'=1

5.2.7 Le critere de Correlation clustering de Demaine et Immorlica
(2002)

Le probleme dit de ”correlation clustering” fut posé initialement par N. Bansal, A.
Blum, et S. Chawla dans Bansal et al. [2002] :”Etant donné un graphe complet d’ordre
N ou chaque aréte possede soit une étiquette + si ses sommets sont considérés comme
similaires soit une étiquette — si ses sommets sont considérés comme différents”. Le but
est de trouver une partition qui :

o Soit maximise le nombre d’accords : nombre d’arétes + intra-classe ainsi que le
nombre d’arétes — inter-classes.

o Soit minimise le nombre de désaccords : nombre d’arétes + inter-classes ainsi que le
nombre d’arétes — intra-classe.
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Etant donné un graphe G = (V, E) pondéré avec des poids réels, i.e. w;z € R (a
la fois positifs et négatifs), le but est de trouver une partition des sommets de fagon a
minimiser les arétes & poids positif inter-classes et les arétes & poids négatif intra-classe 1.
Les grands poids positifs représentent une forte corrélation entre les points extrémes alors
que les grands poids négatifs représentent une forte répulsion, et les poids a valeur absolue
proche de zéro représentent peu d’information. Pour résoudre ce probleme, dans Demaine
and Immorlica [2003] (voir aussi Demaine et al. [2006]) les auteurs proposent la fonction

de colt & minimiser suivante :

Foco(P) = cost(P) = costy(P) + costy, (P) (5.36)

(nous notons cette fonction Foo pour correlation clustering),

ou :

o P est une partition de V : P = {C1,Cy, ..., Cy }.

o cost(P) cott total de la partition P.

o costy(P) = > -{Jwir| : (1,7") € E;wiy > 0;Y4, |{3,7} N Cj| < 1}; soit la somme des
poids positifs entre deux sommets qui ne sont pas dans la méme classe.

o costm(P) = 3o Jwir| : (i,4) € Eywyy < 0;35,[{i,4'} N Cj| = 2}; soit la somme des
poids négatifs entre deux sommets qui sont dans la méme classe.

Soit Y une matrice d’ordre NN représentant la variable relationnelle dont le terme
général est défini de la facon suivante :

(5.37)

1 si i et i ne sont pas dans la méme classe,
Yiir - .. . N
0 si ¢ et 4/ sont dans la méme classe.

Clairement la variable Y;;; = X;;/,Vi,i’ € V. En notations relationnelles les deux termes
de I’équation (5.36) deviennent :

1
costp(Y) = 2 Z Wigr Yiir L, >0) (5.38)
1,1
1
cost(Y) = B Z [wiir[(1 = yiir) 1w, <0). (5.39)
(23

ou :

Le coefficient 1/2 vient du fait que ’on somme les poids deux fois.

1y est la fonction indicatrice de ’ensemble Y.

Le terme cost,(S) représente la somme des poids positifs inter-classes.
Le terme costy,(S) correspond a la somme des poids négatifs intra-classe.

O O O O

Avec ces notations le cout total & minimiser sera :

14. Ou a maximiser les arétes a poids positif intra-classe et les arétes a poids négatif inter-classes
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Fee(Y) = Z Wi Yiir L, >0) + Z Wi [(1 = Yiir )L (w,, <0)

= Z WiirYiir L(w,,, >0) + Z (Wit |Yiir L, <0)

% ii!
=Y whyw + Y w, G (5.40)
i1/ Yii i Yid' s .
i i

avec :
o wi, = w1

(2 i’ (w0 >0)
0wy = |wiyr L, <0)-

L’équation (5.40) est la forme duale de Condorcet présentée dans 1’équation (2.14). En
effet, en remplacant Y par X et Y par X :

Foo(X) =Y whZuw + Y  wywi. (5.41)
ii! ii!

L’équation (5.41) est une formulation trés voisine du critére ”Dual de Condorcet” pour
un graphe pondéré avec des poids réels. Cette réécriture a déja été proposée dans les tra-
vaux de Labiod [2008].

L’expression (5.41) montre que ce critere est linéaire, séparable il possede la propriété
d’équilibre général. En revanche, le fait qu’il soit équilibré localement ou globalement

’ . . _l’_ —
dépendra des valeurs prises par les poids w;;, et w;.

L’expression (5.40) peut encore étre simplifiée :
Foo(Y) = wirtiir L, »0) + Z [wiir[(1 = Yiir) 1w, <0)

= Zwii’yii’]l(w“/>0 Zwm = Y ]l(w #<0)

i, 0,4’
= E Wi Yiir L (w,, >0) — E Wit Loy, <0) + E Wig Yiir 1w, <0)-
i ii! ii!
Le terme Z”/ wijr Ly, , <o) étant une constante il peut étre enlevé de la fonction cout,
ainsi la fonction & minimiser devient :

FCC Z wzz’yu’]l (w;;#>0) Z Wij! ym’]l (w;;7<0) — Zwu’yu (5‘42)

7 ’L
Nous allons montrer que cette expression est une écriture tres proche de I'expression
(2.7) :

FCC Z Wii' Yis! = Z( W,ur w;i/)yii/ = Z(w:;/ - wz‘;‘/)i‘ii’

i’ i’

= (wjhy = wi;)(1 — )

i’
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Ce qui équivaut a maximiser I’expression :

Foo(X) =Y (wfh — wy)ai.

i’

Cette expression n’est autre que 1’expression du critere de Condorcet (2.7) avec : ¢;r =

_l’_ — _ —
wii, et Cijt = wii,.

5.2.8 Le critére de Condorcet pondéré en A (1991)

Ce critére a été introduit pour la premiere fois dans Marcotorchino [1991] afin de
faire la liaison entre 1’Analyse Relationnelle et Analyse Factorielle. Ce critére cherche a
maximiser 1’expression suivante :

N N

Fopona(X) = Z Z (Qivr @i + Qi Ty (5.43)

i=14¢'=1

oil @;; et @y sont respectivement définis au travers des équations (2.15) et (2.19).

Pour garantir que 'optimisation du critére (5.43) permette d’obtenir une partition, X
doit vérifier les contraintes d’une relation d’équivalence, énoncées dans (5.2).

Compte tenu de la définition de A (équation (2.19)), maximiser 'expression (5.43)
revient a maximiser ’expression :

Al ii +
FCPond(X> = Z Z (2dzz’ - ”2”) Tt (544)
i=14=1

L’écriture relationnelle (5.44) met en évidence la linéarité de ce criteére et par conséquent
sa séparabilité. A partir de 'expression (5.44) nous déduisons que le critere est possede la

propriété d’équilibre général si sa matrice d’adjacence vérifie la condition : Ef\; 1Gi; >0 &

Zf\il % > 0. Le degré de chaque sommet étant toujours strictement positif, cette condi-
tion implique que le graphe doit étre réflexif, i.e. les sommets doivent avoir des boucles.
Comme mentionné dans la définition de la propriété d’équilibre linéaire (voir chapitre 4)
le non-respect de cette condition a pour conséquence 'obtention de la solution grossiere
ol tous les sommets sont classés dans une seule classe. Ainsi, I'utilisation de ce critére se
restreint aux graphes non pondérés et réflexifs. Comme nous le verrons au chapitre 7, si
le graphe n’est pas réflexif nous lui rendrons réflexif en ajoutant des boucles sur chaque

sommet avant d’employer ce critere.

Ce critere vérifie aussi la propriété fondamentale de la métrique du 2, & savoir :
I’équivalence Distributionnelle. La solution optimale de ce critere n’est pas triviale et est
obtenue sans fixer le nombre de classes de la partition cherchée, comme dans le contexte
du Critere de Condorcet.
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] Critére ‘ Notation Relationnelle
N N
Zahn-Condorcet (1964,1785) Fzo(X) = Z Z(aii/xii/ + Qi Tyi0)
i=14'=1
NN
Owsinski-Zadrozny (1986) Foz(X) = Z Z((l — Q)@ Ty + Qg Tyr)
i=1i'=1

N N
Condorcet pondéré en A (1991) | Foponda(X, A) = Z Z(&u"%‘i’ + Qi Tt )

=1 /=1
NN
Demaine-Immorlica (2002) Foo(X) = Z Z(w;@xii/ + Wy, i)
i=1i'=1
Newman-Girvan (2004) Fne(X) = ! i i (a ai'a'i/> x
- =77 W~ o ) Tidl
il i=1i'=1 2M
N N
Modularité Equilibrée (2013) Fppy(X) = Z Z ((ajir — piir )iz + (Qi3r — Diir ) Tiar)
i=1i'=1
i.0 4/ _ N—a; )(N—a
avee pPgir = ag]?/ et piir = ( ]?[2)_(2]\/‘[(11 )
2 <1 , .. 1 NN a;. ay 2M
Ecart a I'Indétermination (2013) | Fp;(X) = YV ; Z:l iyt = 27 = + Nz ) il
=1 q¢=
e 1 L& oM
Ecart a I"Uniformité (2013) Funit(X) = oYY Z Z it — Nz Tigt

TABLE 5.2 — Criteres linéaires de modularisation en notations relationnelles.

5.3 Les criteres séparables de fonctions non-linéaires de X

Le Tableau 5.3 montre les critéres séparables de fonctions non-linéaires de X étudiés
dans cette section.

5.3.1 Le critéere de Mancoridis-Gansner (1998)

Le critere de Mancoridis-Gansner (voir Mancoridis et al. [1998]) représente une fonc-
tion économique d’une partition en classes disjointes du graphe qu’il s’agit de maximiser
et qui consiste & maximiser les connexions intra-classe tout en minimisant les connexions
inter-classes.

Dans Mancoridis et al. [1998], les auteurs ont proposé un modeéle d’optimisation vi-
sant a récupérer automatiquement la structure modulaire d’un programme informatique
a partir de son code source (puisque ceci était en fait le sujet premier des auteurs, qui
travaillaient dans le domaine de la programmation dite de ”cluster-programming”) .

Leur but était de comprendre la structure des composantes du programme surtout pour
les logiciels les plus utilisés pour lesquels, du fait qu’ils contiennent plusieurs centaines de
milliers de lignes de code encapsulées dans plusieurs modules, il est indispensable de trou-
ver les structures de décomposition du code en éléments plus simples et plus indépendants
les uns des autres. Ceci permet aux programmeurs de faire face a la problématique de
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I'interprétation des lignes de code au travers de I'identification des regroupements (clus-
tering) de procédures connexes en "modules” (ou classes) plus indépendantes les unes des
autres.

Le modele de S. Mancoridis et Y. Gansner crée une vue hiérarchique de I'organisation
du systeme, basée uniquement sur les composantes et les relations qui existent dans le code
source. Dans un premier temps, leur modele représente les composantes du systeme et les
relations entre elles comme un graphe de dépendances. Les composantes comprennent les
classes, les variables, les macros et les structures de données '° ; tandis que les relations cou-
rantes comprennent I'importation, Pexportation, I’héritage ou I’appel & une procédure 6.
Ensuite, une fois modélisée leur problématique sous forme relationnelle, ils ont proposé un

critere et des algorithmes ad-hoc pour partitionner le grand graphe du code ainsi obtenu.

Le but étant la modularisation automatique des composantes du programme en groupes
(classes), le critére de S. Mancoridis et Y. Gansner se base sur un compromis entre l'inter et
'intra-connectivité. Ce critére minimise simultanément l'inter-connectivité (les connexions
entre les composantes de deux groupes distincts), tout en maximisant I'intra-connectivité
(les connexions entre les composantes d’une méme classe).

1. Intra-connectivité : elle mesure la connectivité entre deux composantes d’une
meéme classe. Une valeur d’intra-connectivité élevée indique que les composantes a
I'intérieur de la classe sont fortement connectées, la modification du code d’une com-
posante affectera alors principalement les autres membres de la classe. L’expression
de l'intra-connectivité 17 Aj de la classe j a IN; composantes et m; arcs intra-classe
est :

s
Aj = Fj? (5.45)

J
Cette mesure représente la fraction du nombre d’arcs existants dans la classe j par
rapport au nombre maximal d’arcs qui pourraient exister ¥, soit N ]2 Cette derniere
quantité est calculée pour un graphe orienté avec des boucles, donc le nombre maxi-
mal d’arétes est la taille de la classe au carré. La valeur d’intra-connectivité est
comprise entre 0 et 1. Plus grande est la valeur de 'intra-connectivité plus proche

est la classe d’un graphe complet.

2. Inter-connectivité : est une mesure de connectivité entre deux groupes ou classes
différents. Une valeur d’interconnectivité faible indique que les groupes ou classes
sont, dans une large mesure, indépendants. Par conséquent, les modifications faites
au code d’une composante affecteront de fagon négligeable les composantes d’une

15. Ici les mots : classes, variables, macros et structures de données sont employés du point de vue
informatique.

16. Du point de vue informatique.

17. A ne pas confondre avec la matrice d’adjacence du graphe A.

18. Cette valeur correspond au nombre maximal d’arétes qui peuvent exister dans un graphe orienté et
réflexif. En effet, dans Mancoridis et al. [1998] les auteurs ont formulé le critére pour un graphe orienté
avec des boucles. Cependant dans Delest et al. [2006], les auteurs ont repris ce critére et ils ont modifié le
calcul de I'intra-connectivité & un graphe non-orienté et non-réflexif, soit A; = % = L

S
Dans ce document nous nous traiterons seulement la version originale du critére de Mancoridis-Gansner.
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autre classe. L’expression de 'inter-connectivité F;j entre les classes j et j' de taille
Nj et N J’ respectivement et €;; arcs inter-classes est donnée par :

E ’ sti=7, (5.46)
i = €1 .o . .
o NN, St #J'

Cette mesure est la fraction du nombre d’arcs existants entre les sommets de la classe
j et les sommets de la classe 7’ par rapport au nombre maximal d’arcs qui peuvent exister
entre ces deux classes, soit 2N;Ny/. La valeur 2 vient du fait que pour un graphe orienté
il peut y avoir deux arcs reliant la méme paire de sommets. L’inter-connectivité est com-
prise entre 0 et 1. Dans le cas idéal Ej; est nulle, il n’existe donc aucun lien entre les
composantes de la classe j et les composantes de la classe j'.

La fonction objectif qui maximise & la fois les connexions intra-classe et minimise les
connexions inter-classes afin d’obtenir une partition en x classes de I’ensemble de compo-
santes s’écrit :

1 K
Fyg = — A; — i 1. A4
MG = ]Z; j Z si k> (5.47)

JJ’ 1

Le premier terme de 1’équation (5.47) représente la moyenne de l'intra-connectivité des
k classes. Le deuxieme terme représente la moyenne d’inter-connectivité entre toutes les
paires distantes des classes, soit ”(”71) On peut également maximiser 'opposé de I'inter-
connectivité ce qui revient a la mlmmiser. Les valeurs de ce critere vont de —1 (aucune
connexion intra-classe) & 1 (aucune connexion entre deux classes distinctes).

A partir de équation (2.11) de la variable relationnelle X, il est possible de réécrire
I'équation (5.47) sous la forme simplifiée suivante :

K

FMG:%Z Z sik>1,

Jj=1 JJ—

avec la possibilité de simplifier encore cette expression en utilisant les notations rela-
tionnelles :

1. Compte tenu de I’équation (2.11), la sommation du premier terme de (5.47) s’exprime
comme : Z ZN il Tl

Ti.T 4
2. Compte tenu de I’ equatlon (2.13), la sommation du deuxieéme terme de (5.47) s’ex-

N a;rx
prime comme : Z Do #
.

Ou a;y est le terme général de la matrice d’adjacence A.
L’équation (5.47) s’écrit alors :

1 S X i 1 N XL i
Fyg =~ W S ik > 1 5.48
YT ZZ:Z zixy k(K —1) ZZ Ti. L IK ( )

i T i

Dans I’équation (5.48) il est important de voir que le nombre de classes k a disparu
comme borne indicielle des sommations. En effet, la définition de la variable relationnelle
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X fait que, dans le cas du premier terme ’on somme tous les liens internes de chaque
classe (intra-classe) ; de facon analogue, pour le deuxiéme terme la définition de X fait que
I'on somme tous les liens externes & chaque classe (inter-classes). D’autre part le terme
T, =X = nyzl 2#Vi,7 € V x V représente la taille de la classe contenant 7.

L’équation (5.48) nous montre que ce critere est non-linéaire, séparable et non-équilibré.
Nous allons voir par la suite comment le rendre linéaire, non pas par rapport a X mais
par rapport au terme général de la Matrice de densité ou Matrice de tauz d’occupation,
définie comme suit :

Définition 5.3. [Matrice de densité ou de taur d’occupation :UJ] Soit U une matrice
carrée d’ordre N, de terme général :
T4 ~ T4

Uil = Uil = .
w Ti.T 1 w Ti.T 1

Lorsque les sommets d’un graphe sont numérotés de maniere aléatoire, il n’existe ap-
paremment aucune structure de communauté dans sa matrice d’adjacence. Cependant une
fois qu’un processus de classification a été éffectué, si nous réorganisons les sommets en
fonction de leurs classes respectives, nous obtenons une matrice d’adjacence diagonalisée
par blocs, ol chaque bloc est une classe d’équivalence. (Voir d’exemple dans la figure 5.5).

FIGURE 5.5 — A gauche : matrice d’adjacence d’un graphe & N = 210 sommets et M = 1505
arétes. S’il existe un lien entre deux sommets il y a un point, sinon il y a un espace blanc. A droite :
la matrice d’adjacence du graphe aprés avoir subi un processus de classification, et avoir ordonné
les sommets en fonction de leurs classes respectives ; le résultat est une matrice diagonale par blocs
ou chaque bloc représente une classe d’équivalence, il y en a 17 au total, de tailles différentes et les
connexions hors blocs sont dispersées (voir Schaeffer [2007]).

Dans le cas idéal ou il n’existe pas de liens inter-classes et tous les éléments de chaque
classe forment un graphe complet (i.e. il y en a un lien pour chaque paire d’éléments de
la classe), on obtient une matrice diagonale par blocs, la matrice relationnelle X. Chaque
bloc de cette matrice est une sous-matrice carrée dont I'ordre est la taille de la classe que
le bloc représente.

La quantité u;; = ;17,;'2, représente un taux d’occupation ou une densité. Si i et i’ sont
dans la méme classe, le numérateur vaut 1 et le dénominateur est la surface du bloc (la
classe) contenant i et i’. Ci-dessous nous montrons un exemple sur un graphe & 7 sommets.

La matrice d’adjacence du graphe de la figure 5.6 ainsi que la matrice relationnelle X
sont présentées ci apres. Apres avoir effectué une classification en maximisant le critére de
Zahn-Condorcet on trouve k = 3 classes de taille respective 3, 2 et 2 :
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FIGURE 5.6 — Graphe a 7 sommets. Les lignes en pointillé délimitent les classes

1111010 1110000
1111001 1110000
1110000 1110000

A=|1101110 X=(0001100
0001101 0001100
1001011 00000O0T11
0100111 00000O0T11
1 1 1 11 1 1
1110000 ooof L
1116000 EERERE
9 9 9 _ 66??

U=(000 3 5 00 U= %% %o 0 7
0003 1 00 60 00 7 1
00000 7 3 ¢ 56 13 00
00000 5 g s 505 1100

Quelques propriétés caractéristiques de la matrice U :

1. Elle est symétrique.

Cette propriété est une conséquence de la définition de la matrice U. En effet, u; = mmg =
Tiri Tty i.
T T Xy T

= u;; Donc la matrice U est symétrique.

2. uy €4{0,1, 4,8, 72t Vi, il €V X V.

Démonstration. Pour prouver cette propriété nous considérons deux cas possibles :
o Soit i et i nappartiennent pas a la méme classe et dans ce cas-la z;7 = 0 et par
conséquent u;; = 0.
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o Soiti eti sont dans la méme classe et dans ce cas-la xy = 1 et uy = %x, = 12
’L
i,

car (x;, = xy) et comme x;. > 1 car il s’agit du cardinal de la classe contenant
il vient 0 < uzyr = 972 <1.

O

Quelques propriétés supplémentaires de la matrice U :

. La somme des éléments de chaque bloc vaut 1.

Démonstration. Supposons que l’on veuille sommer les éléments du bloc représentant
une classe C quelconque :

I IC]

Lt
D i =) = ZZ
Z5. 2 ¢

ii'eC i4'eC =1i=1

O]

. Comme il y a k classes, la somme des éléments de U vaut x (conséquence de la

propriété précédente), soit, Y . . u;ir = k. Il s’agit d’une propriété intrinseque de la
b
matrice d’une relation d’équivalence deux fois pondérée.

Démonstration. A partir de la démonstration de la propriété précédente si l’on fait
la somme sur le k blocs. Sinon directement :

Tig/ it N 1 N N 1
Zu”l_zzxz.w_z Z z;:cz_: Z?

i=14=1

L’avant derniére égalité vient du fait que la matrice X est bi-stochastique.

. Elle est diagonale par blocs.

Comme nous avons vu, aprés permutation simultanée des lignes et des colonnes
de U, elle est décomposable en blocs symétriques diagonauz, chacun des blocs étant
composé de valeurs constantes égales a l'inverse du carré de la taille de chaque classe
elle peut prendre les valeurs suivantes par ordre croissant :

1 1 1

ol N1, M2, ..., N, désignent les tailles des classes et ou ces dernieres sont rangées par
ordre croissant sutvant : ng < N1 <,...,< no < ny. Hors blocs, la matrice est
composée de valeurs nulles.

. Chacun de ses termes est le carré du terme général de la matrice relationnelle

pondérée inconnue : u;; = &%, V(i, i) eV x V.

Démonstration. Il y a deux cas possibles :
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o Soit x; = 0 et dans ce cas on a bien évidement Ty = 0 et uzy = 0.

o Soit x; = 1, cela signifie que i et i’ sont dans la méme classe et par conséquent
2
_ 2 . . . 7 R )
x;. = i, de plus, comme x5, = xyr, il vient : uz = zi;‘i/ = mlé o

O

A partir de la propriété 4 il est possible de déduire une expression pour la somme des
éléments de la matrice U comme suit :

Za“’/ = H(Ii — 1) (549)

i

. . _ T . 1—x.. ..
Démonstration. 3=, .y =3 o xf;/ — =3 %?Z: =D i Til/ =D ii mf;'zl =
szz Do x—/—ﬁ—ﬂﬁ—/ﬁ;—n(n—l)

En réécrivant 1’équation (5.48) et si 'on considére que le graphe est non-pondéré :
FMG_ 12 ZN(;Z/;C// _nr{ 1) Z ZNZZ/:Q;//

=R XUE e - e X I S

:%Zf\fzy%_nnlz ZNxx;l/ nnl)E ZNL;Z/;C,/'

Avec les résultats trouvés dans 1’équation (5.49) nous obtenons :

_1 N a2 k(k—1) N Q17,0
Z Z iz k(k— 1) K(k— 1)2 Z A

Donc, maximiser le critere de Mancoridis-Gansner revient a maximiser :

Fugtn) = 1303 e Ly e
T; T4 (k—1) =

‘/

Avec la notation de la matrice relationnelle de densité U nous avons :

FMG ’]; Z Z Qi Uy + ,{ — 1 Z Z Qi Ui (550)

i=14'=1 z—l =1
Lorsque s = 2 on retrouve le critere de Condorcet pondéré deux fois sur X :
N N N N
Fua(U) = Zzaz‘i/uz’z" +szii/ﬂii/- (5.51)
it i

i

Lorsque x > 2 comme + > H(nl—l)’ I'importance attribuée aux accords positifs est

K
(k — 1) fois celle accordée aux accords négatifs.

La quantité (k — 1) étant positive 12 maximiser le critere de I'équation (5.50) revient &
maximiser ce méme critere multiplié fois (k — 1) :

19. Puisque & € [2, N], est un entier positif et désigne le nombre de classes.
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R -
i

—1 N N 1 N N
FM(;(U) = Z Qi Uiz + ; Z Z At Uit - (552)
,Z:/ z i,

La somme des coefficients pondérant le terme d’accords positifs plus celui d’accords
négatifs est égal a l'unité : “T_l + % = 1 Vk. Ainsi I'importance accordée aux accords
positifs est (k — 1) fois celle accordée aux accords négatifs.

En notant r = % et 1—r= % il est possible d’obtenir une généralisation des criteres
de classification a maximiser :

N N N N
FMg(U) = TZZaii/zii/ + (1 — T)ZZ@WEW. (5.53)
i 4 i

Cette généralisation fut proposée par Owsinski and Zadrozny [1986]. Dans le cas ot :
o Nous considérons le critere de Zahn-Condorcet : r = 1/2 et z; = 0.

o Nous considérons le critere de Mancoridis-Gansner : r = “T_l avec k égal au nombre
oy €Tt
de classes de la partition ; et z;;; = wi.;i/ .

On voit immédiatement qu’hormis le paramétrage en 77", la ”philosophie” du critere
est en filiation directe avec le critere de Condorcet, il s’agit d’une généralisation de ce
principe.

5.3.2 Le critére de Ratio-Cuts de Wei-Cheng (1989)

Le critére "Ratio-cuts” de Wei and Cheng [1989] est apparu dans le domaine du parti-
tionnement et du placement de circuits électriques. Un bon partitionnement (décomposition)
peut considérablement améliorer la performance du circuit et réduire les cotits de mise
en place de celui-ci. Ce besoin est né suite & I'apparition des circuits intégrés VLSI?°
(Intégration a tres grande échelle) au début des années 80. Considérant que la plupart
de représentations de circuits ont tendance a mettre des composants de fonctionnalités
similaires dans un méme groupe fortement connecté Wei and Cheng [1989] ont proposé le
critere ratio-cut.

Pour cette problématique le graphe G = (V, E) constitue le circuit électronique. Les
sommets V' sont les modules ou composantes du circuit et les arétes F sont les signaux.
Dans un premier temps, les auteurs ont testé comme critere de partitionnement la mi-
nimisation des coupures en fixant le nombre de classes égal a 2. Ainsi le but était de
minimiser le cut tout en maximisant le flux de signaux. Cependant, I'optimisation de ce
critere générait 2 sous-circuits de tailles tres inégales : une classe a 1, 2 ou 3 sommets
et une classe avec le reste des sommets. C’est dans cette direction que les auteurs ont
proposé le Ratio-cut : un critéere qui satisfait deux objectifs, la minimisation des coupures
et 'équipartition.

La fonction & minimiser énoncée par Wei and Cheng [1989] cherche & trouver la
meilleure partition en 2 sous-ensembles disjoints C; et Co en minimisant la fonction sui-
vante :

20. La technologie VLSI permet de supporter plus de 100 000 composants électroniques sur une méme
puce.
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(Cl P CQ)

C1] % |Cal’

ou €(Cy,Cq) est le nombre d’arétes entre les classes C; et Cy, donc le nombre de cou-
pures, cuts.

Freut(C1,Co) = (5.54)

Ainsi le ratio-cut permet de trouver une partition naturelle : le numérateur minimise
les coupures, tandis que le dénominateur favorise une partition équitable.

En notation relationnelle, les coupures sont quantifiées par I’expression % va ny G Tt s
et la taille d’une classe de l'objet i est tout simplement la quantité x; = 29721 x;i. Ainsi
le critere Ratio-cut pour k classes s’écrit en notations relationnelles comme la quantité a
minimiser suivante :

Freu(X Z Z Qi Tt (5.55)

ou X, comme dans les cas précédents, doit satisfaire les contraintes linéaires d’une relation
d’équivalence données par ’équation (5.2).

On reconnait immédiatement le terme de gauche de (5.48). Il s’agit du terme général de
la matrice U, complémentaire de la matrice de taux de densité U, deux fois pondérée par
la taille des classes. L’écriture relationnelle met en évidence que le critére est non-linéaire
para rapport a X et non-équilibré mais il est néanmoins séparable.

Ainsi le ratio-cut permet de trouver une partition naturelle : le numérateur minimise
les coupures, tandis que le dénominateur favorise une partition équitable.

Il s’agit du nombre d’arétes inter-classes pondéré par la taille des classes. En effet, la
partie variable de (5.48) représente le terme général de la matrice U (complémentaire de
la matrice de taux de densité U).

5.3.3 Le critére de la Différence de Profils (1976)

C’est une distance entre structures de partitions, connue sous le nom de Distance du ®?
(dans le livre de Cailliez and Pages [1976]). 11 a été écrit, avec des notations relationnelles
pour la premiére fois dans Marcotorchino [1991], et étudié par Bedecarrax and Marcotor-
chino [1992] et Marcotorchino and El Ayoubi [1991]. Il cherche & minimiser 1’expression
suivante :

Fpp(X) =||A = X|? = ZZ G — L) . (5.56)

Le critere de la Différence de profils constitue une distance euclidienne carrée entre les
profils de similarité relationnels de présence-rareté associés aux variables A et X. Minimi-
ser ce critere revient donc a trouver une relation d’équivalence dont le profil ”similaritaire
de présence-rareté” est le plus proche possible, au sens de la distance euclidienne, de celui
relatif a la matrice d’adjacence du graphe. 1l s’agit d’un critere a ” Eloignement Minimal”.
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Il y a deux versions?! de la matrice A. Soit on la calcule de facon analogue a X :

~ a;; . . . sz ’ .
ajir = = 4 soit si est seulement si le graphe est non pondéré et non réflexif on calcule
. A
2
/2 A A a,. N . /7
le terme général de A comme : G;; = %+571/,+2 La deuxieme version est une conséquence
- .7

2
du fait que la Différence de Profils compare A a X. Le terme général de X vaut le terme

général de X, x;, divisé par la moyenne des tailles des classes % Si le graphe est
non réflexif et non pondéré le degré du sommet ¢ est le nombre de sommets adjacents a i.
Dans un cas idéal avec zéro coupures et sans les contraintes de transitivité les a; voisins
de i seraient classé ensemble dans la classe de i et D'effectif de cette classe serait, donc,
(ai. +1). Le but de cette deuxiéme version est qu'il existe un certain parallélisme dans la
construction de A et de X, puisque la Différence de Profils cherche & les comparer.

En développant l'expression (5.56) et en tenant compte de la définition de A et X
(équation (2.15)), le critere (5.56) s’écrit :

N N
FDP(X> =K -2 Z Z it Tipr + K, (557)
i 4

ce qui revient a maximiser 1’expression suivante :

N N
Fpp(X) = 222@:13 —k+ K (5.58)
[ i/

ou encore maximiser la quantité :

N N

R 1Y .
E E <2au" - > Ziit s (5.59)
A KA

ou X doit vérifier les contraintes d’une relation d’équivalence, voir 1’équation (5.2).

L’écriture relationnelle de la ”Différence de Profils”, équations (5.58) et (5.59), permet
de constater que ce critére est non-linéaire en X, non-équilibré mais il est séparable. La
solution optimale de ce critére n’est pas du tout triviale (cas correspondant au fait que
tous les individus sont isolés les uns des autres) comme cela se produit inévitablement
dans de nombreux critéres inertiels aboutissant de facto a I'usage des algorithmes de type
rk-means. Ce critere donne souvent des résultats intéressants comme nous allons le voir
dans ’exemple d’application.

C’est lexpression (5.58) que nous allons fournir et préconditionner pour le puissant
algorithme heuristique de modularisation ”générique” dit (Algorithme de ”Louvain”) dont
une version générique a été développée au sein de 'Equipe Complex networks du LIP6.
Nous reviendrons sur ce point au Chapitre 7.

5.3.4 Le critéere de Michalski-Goldberg (2012)

Ce critere cherche a maximiser la densité de chaque communauté telle que définie dans
Goldberg [1984]. Selon Goldberg la densité d’un graphe est le rapport entre le nombre
d’arétes et le nombre de sommets. A partir de cette définition, Darlay et al. [2012] ont

21. C’est la premiére version qui sera considéré pour algorithme de calculs (voir chapitre 7.)
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proposé un critere de modularisation visant a maximiser la densité d’une partition d’un
graphe, définie comme la somme des densités des sous-graphes induits par chaque classe de
la partition. La densité d’une classe correspond alors au rapport entre le nombre d’arétes
intra-classe et la taille de la classe. En notation relationnelle :

Z Z - Z Z i i (5.60)

i=14'=1 v i=14'=1
Il s’agit du terme d’accords positifs du critere de Condorcet pondéré en X ou critere
de Michalski-Decaestecker introduit dans Michalski and Stepp [1983] et dont I’écriture re-
lationnelle a été donnée par Decaestecker [1992] dans sa these en apprentissage statistique.

’ Critere ‘ Ecriture Relationnelle
N N
’ ’ 1 Qiit Tiit
Mancoridis-Gansner Fya(X Z Z i’ Tig - Z Z M
(1998) i=1 i= Ve (5 —1) S 5 wiwy
avec kK > 1
N N o
Wei-Cheng (1989) (Ratio- | Freuw (X Z PRPpiis
Cuts ) i=1 1’ p vt
Différence de profils (1976) | Fpp(X) = Z <2a”/ — > Tiir
i=1 i'=
N N
Michalski-Goldberg (2012) => ) i
i=14'=1

TABLE 5.3 — Criteres séparables fonctions non-linéaires de X.

Tous les criteres du tableau 5.3 sont & maximiser sauf celui de Ratio cuts.
Le Tableau 5.3 montre des critéres non-linéaires en X. La partie variable de ces criteres
représente une pondération simple ou une double pondération par rapport a la taille des
classes Pour le critere de Mancoridis-Gansner, si I’on omet les termes de pondération en

= et N(N 7y on obtient le critéere de Condorcet deux fois pondéré par la taille des classes.

5.4 Autres critéres

5.4.1 Critere dit ”Normalised cuts” de Shi-Malik (2000)

Etant donnée un graphe G = (V, E) partitionné en « classes disjointes, le cut (coupures
en francais) est le poids total de toutes les arétes inter-classes, i.e. toutes les arétes qui
ont été coupées pour modulariser le graphe. Dans Shi and Malik [2000], les auteurs ont
abordé ce probléeme pour k = 2 classes : C; et Co et ont défini la coupure comme :

CUt(Cl, CQ) = Z Wi -

1€Cy,i'€C2

Ce qui peut étre étendu a une partition C en s classes :

cut(C) = cut(C1,V — C1) + cut(Ca, V. —Ca2) + ... + cut(Cy, V — Cy). (5.61)
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Cependant minimiser la quantité cut avec  fixé 22 comme critére de partitionnement
favorisait les coupures en petites classes, la plupart d’un seul sommet isolé, car lesdites
coupures ont une faible valeur de cut. Pour éviter ce probleme J. Shi et J. Malik dans Shi
and Malik [2000] ont proposé de normaliser le critere cut. Ce qu’ils ont nommé le critere
de Normalized cut : Ncut (coupure normalisée).

Au lieu de considérer la valeur globale de poids inter-classes, le Ncut considere la
fraction de poids des arétes coupées par rapport aux poids des connexions de chaque
classe a tous les sommets du graphe. Ainsi, le critere Ncut s’écrit comme :

cut(Cr,V — (1) n cut(Ca, V — Co) - cut(Cy, V —Cy)

Fnew(C) = assoc(Cy,V) assoc(Ca, V) assoc(Cx, V)

(5.62)

ou assoc(Cj, V) = Ziecj,i/ev w;;r est le poids total des arétes connectant les sommets
de la classe C; & tous les sommets du graphe. Ainsi la coupure normalisée des classes a
un seul sommet n’a plus un cout faible car dans ce cas la proportion de poids des arétes
coupés est proche de 100% (S’il n’y a pas de boucle est 100%).

En notation relationnelle, le poids total des arétes coupées (c.f. (5.61) est donné par la
formule :

N N
Fneut (X) = Z Z Wiir Tt - (563)

i=14'=1

Pour le calcul de Ncut il s’agit tout simplement de diviser le poids de chaque coupure
du sommet ¢ par le poids total des arétes reliant tous les sommets de la classe contenant
i, notée C(i), & tous les sommets du graphe, i.e. : Y., win X, en effet, w;» représente
la somme des poids des arétes connectées au sommet " et X;;» assure que la somme soit
effectuée seulement pour les sommets contenus dans C/(4).

Ainsi en notation relationnelle le critere de coupures normalisées s’écrit :

FNcut Z Z Wi Ti . (564)

i=14¢=1 Z i Wirr Lig”

En 2008, L. Labiod Labiod [2008] avait déja écrit le critere de coupures normalisées
en notations relationnelles :

N N
m/xzz
Freur(X Z Z S o (5.65)

Ou L;; est le terme général de la matrice Laplacienne du graphe. Les équations (5.64)
t (5.65) sont équivalentes.

22. Si kK n’est pas fixé la solution optimale est la partition grossiere avec cut=0 coupures ou tous les
sommets sont classés ensemble et kK = 1.
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5.4.2 Critére de Zhou-Dillon (1991)

Ce critere fut proposé en 1991 par Zhou et Dillon Zhou and Dillion [1991] dans le
domaine d’apprentissage automatique et fouille de données, en effet, il intervient dans la
phase de prétraitement des données. Lorsque 1’on dispose d’un jeu de données, en fonc-
tion de la problématique considérée certaines variables deviennent plus pertinentes que
d’autres. Le but du prétraitement des données est de filtrer les variables inutiles et redon-
dantes avant la phase d’apprentissage. Le critere se traduit par une fonction d’évaluation,
calculée pour chaque variable, qui juge sa pertinence.

Ces criteres peuvent étre des mesures d’écart a l'indépendance (de corrélation ou d’as-
sociation) comme la mesure d’association du x2 ; ou de consistance : deux objets sont incon-
sistants si leurs modalités sont identiques et s’ils appartiennent a deux classes différentes.

Le tau de Zhou est une mesure de consistance servant a détecter les variables redon-
dantes. Il mesure la dépendance entre deux variables. En apprentissage statistique lorsque
I’on veut éliminer la redondance on garde les variables dont le tau de Zhou par rapport
aux autres variables est faible; il s’agit, donc, d’un critére & minimiser. Son calcul se fait
a partir d’un tableau de contingence de deux variables catégorielles : A et X a P et k
modalités respectivement :

P K (Pue)? P K (B2 K (n P n.
Fo(CLX) = Du=1 2ot { '%u } + D =1 Dot [ gﬁv — e (B ) = Y (B )2’

(5.66)
ou :
o Le terme ny, est le terme général du tableau de contingence : nombre d’objets
possédant les modalités u et v des variables A et X respectivement.

o n,. : nombre d’objets possédant la modalité u de la variable A.

o n., : nombre d’objets possédant la modalité v de la variable X.

L’écriture de chaque terme du tau de Zhou 7 en notation relationnelle s’obtient gréace
aux formules de passage contingence-paires 23 (voir annexe A pour une liste non-exhaustive
des formules de transfert, pour plus de détails sur leur obtention et démonstrations voir
Kendall and Stuart [1961] et Marcotorchino [1984a]) :

Ainsi I’écriture relationnelle du tau de Zhou sera :

N SN [air i + i) — 1 iy vy lair + i)

F(C,X) =
i 2 — L SN SN [ + ai]

(5.67)

5.5 Théorie spectrale du ”clustering” de graphes comme
outil de modularisation

La théorie spectrale du clustering de graphes remonte & Donath and Hoffman [1973],
qui pour la premiere fois en 1973 ont suggéré de partitionner un graphe a partir des vecteurs

23. Ces formules permettent de lier I’Analyse Factorielle et 1’Analyse Relationnelle.
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et valeurs propres de la matrice d’admittance ou laplacien du graphe. Dans Donath and
Hoffman [1973] les auteurs ont donné une borne inférieure au nombre d’arétes coupées lors
du partitionnement. Cette borne, exprimée en fonction des valeurs propres de la matrice
laplacienne du graphe et de la matrice de la relation cherchée X, est une conséquence du
théoreme de Hoffman and Wielandt [1952], dont I’énoncé original est :

Théoréme 5.3 (Lower Bounds for the Partitioning of Graphs ). Let a k-partition of a
graph be a division of the vertices into k disjoint subsets containing n1 < ng < ... < ng
vertices. Let E.: be the number of edges whose two vertices belong to different subsets.
Let A1 < A9 < ... < A be the Kk largest eigenvalues of a matrixz, which is the sum of the
adjacency matriz of the graph plus any diagonal matriz D such that the sum of all the
elements of the sum matrix is zero. Then :

1
Ecut 2 ) Zﬁzl _nr)\r-

Clairement le membre gauche de cette inégalité E.,; est le nombre de coupures résultant
du partitionnement. En prenant la matrice D comme 'opposée de la matrice des degrés du
graphe i.e. —D les valeurs )\, seraient en fait les valeurs propres de la matrice d’admittance
L = A — D. Cette quantité permet d’obtenir une borne supérieure pour le nombre d’arétes
inter-classes en fonction des valeurs propres de la matrice Laplacienne et des tailles des
classes, qui, comme nous le verrons par la suite sont les valeurs propres de la matrice de
la relation d’équivalence X cherchée.

Durant la période ot M. Fiedler poursuivait ses travaux sur la connectivité des graphes
(cf. Fiedler [1973]), il découvrit qu’il y avait un lien étroit entre la bi-partition d’un graphe
(partition du graphe en deux ensembles) et le vecteur propre associé a la seconde plus
petite valeur propre de la matrice laplacienne. Il suggéra ainsi d’utiliser ce vecteur pour
partitionner un graphe.

A partir des travaux de Donath, Hoffman et Fiedler la théorie spectrale comme outil
de partitionnement d’un graphe a été reprise et étudiée par plusieurs auteurs. Un bon
résumé autour de I’étude du spectre de la matrice laplacienne et de la seconde plus petite
valeur propre peut étre trouvé dans le célebre article : Mohar [1991]. Dans Luxburg [2007]
I’auteur a décrit les principales propriétés de la matrice Laplacienne.

Etant donné un graphe G = (V, E) non orienté et sans boucles ; sa matrice Laplacienne
L=D-A possede les propriétés suivantes :

o L est symétrique et semi-définie positive, comme conséquence toutes ses valeurs
propres sont réelles.

o La plus petite valeur propre de L notée A1, est nulle et elle est associée au vecteur
propre 1 = (1,1,...,1)".
o La multiplicité de la valeur propre A1 est égale au nombre de composantes connexes

du graphe?*. Cette propriété est trés intéressante car si le graphe est connexe la
deuxieme plus petite valeur propre doit étre positive.

o Tout vecteur f € RN vérifie :

24. Ceci est une conséquence du théoréeme de Perron-Frobenius.
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fth 22”,1%@( fz)a

oll wy;r est ’élément i7" de la matrice de poids (cas d’un graphe pondéré) ou de la
matrice d’adjacence (cas d’un graphe non pondéré).

o La somme de chaque ligne et colonne de L est nulle.

o Selon le Théoreme Minimazx ou Principe de Courant-Fischer, étant donné que L est
semi-définie positive, sa seconde plus petite valeur propre est donnée par (cf. Fiedler
[1973] et Hagen and Kahng [1992]) :

Ay = (5.68)

min  ——.
z11,2#0 ‘Z|2
Dans Mohar [1991] d’autres bornes relatives aux valeurs propres de L sont données.

Tous les travaux existants sur la théorie spectrale des graphes refletent un lien étroit
entre cette derniere et le partitionnement d’un graphe : Le théoreme 5.3 fait le lien entre
le nombre de coupures et les valeurs propres du laplacien et la taille des classes. En s’ins-
pirant des travaux de Pothen et al. [1990] Newman, dans Newman [2006a] et Newman
[2006b], propose une réécriture de son critére de modularité en fonction des vecteurs et
valeurs propres d’'une matrice symétrique nommée par lui ” modularity matriz”.

Soit K € My, le tableau disjonctif complet de la relation d’équivalence cherchée X a
k classes, donc chaque élément de K est défini de la facon suivante :

1 sile sommet ¢ appartient a la classe j,
ki = { PP J (5.69)

0 sinon.

Ainsi le vecteur colonne j, noté k;, de K € RY et son i-éme élément est soit nul si
1 n’appartient pas a la classe j, soit 1 si ¢ est dans la classe j. La matrice K peut étre
représentée aussi comme : K = (kj|ka|...[ks).

L’élément x;; de la relation X peut s’écrire en fonction du produit scalaire entre la
ligne (vecteur) i et la ligne (vecteur) ¢’ de la matrice K :

Ty = (5“'/ = Z k’z‘jki/j. (5.70)

En tenant compte de la formule précédente I’équation (5.10) peut s’écrire :

FNG Z Z Z Q;i0 — ;](\141/ )kijki’j' (5.71)

zlz/ 1j5=1

En notant B € My la matrice carrée d’ordre N dont le terme général est : by =
a; a ;s

(asir — =537~)- L’équation (5.71) s’écrit :

K

Fna(K 2]1\4 Z Z > bikijki; = s Tr(KTBK). (5.72)

i=14'=175=1
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Comme la matrice B est symétrique, elle est diagonalisable dans une base orthonormée.
Si U = (U;|Us|...]JUx) est la matrice de vecteurs propres de B et Dp est la matrice
diagonale d’ordre N dont I’élément i3 est la i-éme valeur propre de B alors B = UDgUT.
Donc, 'équation (5.72) peut s’écrire ainsi :

Fng(K) = Tr(KTBK) = Tr(KTUDRUTK) = Tr((UTK)TDR(UTK)),

ou terme ﬁ a été omis car il constitue une normalisation et ne modifie pas la fonction
a maximiser).

Si 'on note B; la i-éme valeur propre de la matrice B, I’expression précédente peut
s’écrire comme :

N

Faa(K) = 32 3" A(UTK)" .73
j=1

i

Cette réécriture de la modularité (cf. Newman [2006b]) montre que, les vecteurs Uj
et les valeurs f3; étant connus il faut choisir les vecteurs kj de la matrice K de facon a
maximiser ’expression entre parentheses de la formule (5.73). Cette expression n’est autre
que le produit scalaire entre le i-éme vecteur propre de B et le j-iéme vecteur colonne de
K. Le produit scalaire entre deux vecteurs est maximal si ces deux vecteurs sont paralleles.
S’il n’y avait pas d’autre contrainte sur les valeurs des vecteurs k;j le probleme consistant
a maximiser (5.73) reviendrait a choisir les k; proportionnels aux vecteurs propres Uj
associés aux plus grandes valeurs propres de B. Seulement les valeurs propres positives de
B peuvent augmenter la modularité, donc il faudrait choisir x inférieur ou égal au nombre
de valeurs propres positives de B. cela donne une borne supérieure pour le nombre de
classes de la partition optimale X. Malheureusement les vecteurs k;j ne peuvent pas étre
proportionnels aux vecteurs Uj car ils contiennent des variables binaires, i.e. u;; € {0,1}
et cette contrainte incontournable fait que le probléme ne se résoud pas de facon triviale,
et que tout au plus I’approche par recherche de valeurs propres donnera des bornes ou des
approximations de la solution optimale.

Pour réécrire la fonction d’optimisation de Newman (équation (5.10)) en fonction du
spectre de la matrice de modularité (équation (5.73)) nous avons seulement utilisé la pro-
priété de symétrie de cette matrice. Cela signifie que tout critere consistant a chercher une
relation d’équivalence X ”correspondant au mieux” a une matrice de données ou d’in-
formation symétrique, donc tous les criteres linéaires listés au tableau 5.2, peut s’écrire
en fonction des vecteurs et valeurs propres de cette matrice.

Par exemple le critere de Zahn-Condorcet (5.5) revient a maximiser :
N
cm(X) = Z Z(aii/ — ELZ'Z'/>I‘“’/. (574)
i=1i'=1

La matrice (A — A) étant la différence de deux matrices symétriques est aussi symétrique
d’ordre N. Elle est alors diagonalisable dans une base orthonormée. Si I’on note les vecteurs
propres de (A — A) : (V;) et ses valeurs propres «;, I’équation (5.74) s’écrit :
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N &K
Fro(K) =) ) ai(Viky)®. (5.75)

i=1 j=1
Le terme entre parentheses étant le produit scalaire entre deux vecteurs devient :
(ViTky)? = [|Vi] *[[Kj| [*cost;,

d’ot1 'on tire les propriétés suivantes :

o ||Vi|| = 1 car les vecteurs V; constituent une base orthonormée de R¥ | ils sont, donc
unitaires.

o ||kj||* = nj, en effet les vecteurs k;j contiennent autant d’éléments égaux a 1 que la
taille de la classe j, les autres éléments étant nuls.

o 0;; est 'angle entre les vecteurs Vj et k;j.

Optimiser le critere de Zahn-Condorcet en notations matricielles revient alors a maxi-
miser :

N kK

Fra(K) =) ) aunj(cosbij). (5.76)
i j=1

Encore une fois 1’équation (5.76) montre que pour maximiser le critere de Zahn-

Condorcet il faut maximiser le cosinus entre les vecteurs Vj et k;. Cela signifie que les

vecteurs k;j doivent étre le plus paralleles possible aux vecteurs propres associés aux plus
grandes valeurs propres de la matrice (A — A).

D’autre part les vecteurs V; étant unitaires les valeurs de leurs composantes sont
comprises dans U'intervalle [—1,1], quant aux vecteurs k; leurs composantes ne peuvent
contenir que des valeurs {0,1}. Une premiere idée pour définir le vecteur ky de la classe
1 serait de mettre dans la méme classe les sommets dans la composante du vecteur Vi
(associé a la plus grande valeur propre ay) est positive ou proche de 1.






Chapitre 6

Comparaison des criteres de
modularisation

6.1 Introduction

Nous verrons au chapitre suivant, qu’il existe des différences importantes dans les
partitions trouvées avec les différents criteres de modularisation présentés au chapitre
précédent. Comme mentionné au chapitre 3, chaque critere a sa propre définition de la no-
tion de communauté, et en fonction de cette définition ils optimisent différentes expressions
fonctions des données d’entrée et de l'inconnue X. A titre d’exemple, le tableau suivant
montre le nombre de classes trouvées k avec les criteres linéaires pour deux réseaux réels
connus dans la littérature de réseaux sociaux! :

Réseau Jazz Internet
N =198 N =69 949

M =2742 | M = 351 380

Critere K K
Zahn-Condorcet 38 40 123
Owsinski-Zadrozny 6 a=2%| 456 a < 1%
Ecart a I’Uniformité 20 173
Newman-Girvan 4 46
Ecart a I'Indétermination 6 39
Modularité Equilibrée 5 41

TABLE 6.1 — Nombre de classes trouvées avec différents criteres de modularisation.

Le premier réseau ”jazz” est un graphe de collaboration entre musiciens de jazz qui
jouaient entre 1912 et 1940. Chaque sommet correspond a un groupe ou orchestre de jazz.
Deux sommets sont connectés s’ils ont un musicien en commun (voir Gleiser and Danon
[2003]). Le réseau internet est un sous-graphe d’internet (voir Hoerdt and Magoni [2003]).

Le tableau 6.1 montre des différences importantes en ce qui concerne le nombre opti-
mal de classes obtenu via I'optimisation de chaque critere. Les criteres de Zahn-Condorcet,

1. Le processus d’optimisation a été effectué avec 'algorithme de Louvain (voir Blondel et al. [2008] et
Campigotto et al. [2013]) dont nous verrons une description au chapitre suivant.
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Owsinski-Zadrozny et Ecart & 1'Uniformité génerent plus de classes que les criteres de
Newman-Girvan, Ecart a I'Indétermination et Modularité Equilibrée.

Dans ce chapitre nous allons nous servir de I’écriture relationnelle des criteres présentée
dans les chapitres précédents pour comprendre ces différences entre les partitions trouvées.
Le fait d’utiliser les mémes notations pour tous les criteres nous permettra de les comparer.

6.2 Comparaison des criteres linéaires

Dans cette section nous écrirons six criteres présentés dans le tableau 5.2 sous la forme
générale d’un critere ayant la propriété d’équilibre linéaire présentée dans I’équation (4.6) :

N N
= Z Z ¢m’ ¢zz Lig! - (61)

i=14=1
Nous omettrons la constante K car sa valeur n’intervient pas dans le processus d’op-

timisation. D’autre part, nous omettrons aussi toute constante multipliant la valeur de
chaque critere.

Comme mentionné au chapitre 4, pour qu'un critere possede la propriété d’équilibre
général la seule contrainte sur les fonctions ¢; et ¢y est qu'elles soient positives et que
leur somme ne soit pas nulle. Tous les criteres linéaires énoncés dans le tableau 5.2 vérifient
cette propriété qui garantit que la solution optimale ne soit pas triviale ni grossiere et par
conséquent, que I’on ne soit pas obligé de fixer le nombre de classes a I’avance. Nous allons
voir maintenant les réles de ces deux fonctions sur la partition optimale.

De la méme fagon que les criteres de Newman-Girvan, d’Ecart & P'Indétermination et
d’Ecart & I'Uniformité, d’autres criteres du tableau 5.2 peuvent s’exprimer aussi sous forme
de fonctions cherchant a maximiser ’écart entre le graphe réel et une version particuliere
de celui-ci, comme le montre le tableau 6.2.

Les expressions présentées dans le tableau 6.2 ont été obtenues a partir des expres-
sions des critéres (voir chapitre 5) et des définitions des matrices A et X. Le critere de
correlation clustering et le critere de Condorcet pondéré en A ne feront pas l'objet de
notre étude. En ce qui concerne le premier, il possede des propriétés tres voisines de celles
du critere de Zahn-Condorcet et pour le deuxieme le lecteur intéressé pourra se référer a
Marcotorchino [1991].
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Critére

N N
1

Zahn-Condorcet Fzo(X) = Z Z <aii/ - 2> Tiir

i=14=1

N N
Owsinski-Zadrozny | Foz(X) = Z Z(a“/ — Q)T

i=1i'=1

=N N ol
Ecart & [D'’Unifor- FUNIF(X) = Z Z (aii/ — ]\]2> T
mité i=1i'=1

N N wa
Newman-Girvan Fne(X) = Z Z (aiir ;]\41 ) T4t

N N a a; 2M
| Eor0) = 3237 (o (G 4 5 ) )
I’'Indétermination i=14=1

Sl (N —a;)(N —ay) a;.a.;
Modularité Feu(X)=> Y <a + N;Q 57 - (a + 2M )> Tiy
Equilibrée i=14=1

TABLE 6.2 — Criteres linéaires de modularisation écr
particuliere.

its sous forme d’écart a une structure

Le tableau 6.2 montre que cinq criteres : Zahn-Condorcet, Owsinski-Zadrozny, Ecart
a I’Uniformité, Newman-Girvan et Ecart a 'Indétermination possedent la méme fonction

¢, qui est égale au terme général de matrice d’adjac

ence, i.e. :

zZC 0oz NG DI
Gii” = Gt = Gy = Gyt = Py

UNIF — (077 W (’L, ’L,) (62)

i’

Par conséquent, le terme d’accords positifs que ce

s criteres cherchent & maximiser est le

méme. FEn revanche, les cing criteres different dans le terme d’accords négatifs, caractérisé
par la fonction ¢. En effet, c’est le terme d’accords négatifs qui justifie les différences
trouvées entre les partitions obtenues via l'optimisation des cinq critéres. Nous distin-

guons deux types de fonctions ¢ :

1. Le cas oll ¢ est une constante ne dépendant pas de chaque paire de sommets : En ef-

fet, c’est le cas de ’expression des trois criteres :

Zahn-Condorcet, Owsinski-Zadrozny

et Ecart & I'Uniformité ot la fonction ¢ est constant pour toute paire de sommets

du graphe i et 7.

. Le cas ou ¢ est variable : C’est le cas des criteres de Newman-Girvan et d’Ecart a

I'Indétermination pour lesquels la fonction ¢ dépend de la distribution des degrés.

Nous caractériserons dans un premier temps les

fonctions ¢ des deux cas mentionnés.

Ensuite, nous verrons le lien entre les cing criteres et la Modularité Equilibrée.
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6.2.1 Lien entre les criteres de Zahn-Condorcet, d’Owsinski-Zadrozny
et ’Ecart a I’Uniformité

A partir du tableau 6.2 nous pouvons déduire que les criteres de Zahn-Condorcet et
I’Ecart a I’Uniformité sont des cas particuliers du critere d’Owsinski-Zadrozny. Le critere
d’Owsinski-Zadrozny maximise ’écart & une constante a définie par I'utilisateur.

Le critére de Zahn-Condorcet maximise 1’écart a la constante? a = % Cette valeur
peut avoir plusieurs interprétations. D’une part, elle représente ’espérance d’une variable
aléatoire binaire prenant les valeurs : 0 et 1. D’autre part, il s’agit du point moyen de
I'intervalle [0,1], le point d’équilibre entre les deux valeurs possibles de la variable re-
lationnelle z;;. Ce point d’équilibre peut s’interpréter comme une situation d’indécision
entre les deux valeurs extrémes duquel le critere cherche a écarter les variables ;.

Le critere d’Ecart & I'Uniformité maximise 1’écart  la densité d’arétes du graphe §.
Comme nous avons évoqué au chapitre 1, tableau 1.1, § << % pour divers graphes réels

issus de différents domaines. Par conséquent, nous aurons assez souvent pour des graphes
réels :

(Z)UNIF << (Z’SZC

Ces résultats peuvent se visualiser dans le schéma 6.1.

0 1
e — v—
o =
LUNIF
(/)] o = %
E}ZC

point d’équilibre

FIGURE 6.1 — Comparaison de la fonction ¢ pour les criteres de Zahn-Condorcet,
d’Owsinski-Zadrozny et I'’Ecart a I’Uniformité.

6.2.2 Comparaison des criteres dépendant de la distribution des degrés
du graphe

Nous avons vu que le terme d’accord négatifs du critere de Newman-Girvan et celui
du critére d’Ecart & I'Indétermination dépendent de la distribution des degrés du graphe.
Nous avons vu au chapitre 1 que le degré d’un sommet constitue une mesure de centralité
qui identifie les sommets qui occupent une position centrale dans le réseau. Dans cette
sous-section nous allons analyser les criteres dépendant de la distribution des degrés du

2. La valeur % vient de l'origine de la formulation du critere en théorie des votes : la recherche de la

Majorité absolue : 50% (voir théoréme 5.1).
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graphe. Il a été prouvé que la distribution des degrés de la plupart des graphes réels (in-
ternet, réseaux biologiques, réseaux sociaux, etc.) suit une loi de puissance (voir Barabasi
and Albert [1999]). Cela signifie que peu de sommets, appelés "hubs”, sont connectés a
un grand nombre de sommets, qui possedent a leur tour beaucoup moins de connexions.
Dans le langage de la théorie des réseaux, ces réseaux sont appelés réseaux sans échelle.

Comportement de la fonction ¢V¢ du critére de Newman-Girvan

Pour le critere de Newman-Girvan la fonction caractérisant le terme d’accords négatifs
est : (jgg,G = CL;X/‘/' Nous verrons que dans la plupart des graphes réels cette fonction est
comprise entre 0 et 1 (surtout dans les grands graphes o N — o0, si le graphe est connecté
ona M > (N —1),donc M — o et le produit (a;a ;) devient petit par rapport a 2M).
Lorsque 0 < a;;j' < 1 est vérifié le domaine de définition de gbg,G = a;y correspondrait
A la borne inférieure et supérieure de l'intervalle de définition de ¢V car a; € {0,1}.
D’autre part, cette fonction dépend de la structure globale du graphe car elle dépend du

nombre total d’arétes.

Voyons maintenant dans quels cas on a % > 1. Cela implique d’avoir a;.a; > 2M,

donc c’est le comportement du produit a; a; qui nous intéresse, et surtout les valeurs
extrémes de ce produit 3.

La quantité a;x/f' est maximale lorsque le produit a; a est maximal et M vaut le
minimum possible. D’autre part pour tout graphe non pondéré et non réflexif nous avons
ai. < (N —1)et ay < (N —1). Le maximum de ¢3¢ a lieu lorsque ces deux dernitres
inégalités deviennent égalités et lorsque M = 2(N — 1) — 1 comme pour les sommets 1 et
2 du graphe montré dans la figure 6.2. Nous déduisons alors la borne suivante :

(N-1)? (N -1)°
(2(N—1)—1) 202N —3)°

(6.3)

NG
o° < 5

Lorsque N — oo QEZNZ,G peut prendre des valeurs trés importantes par rapport a qﬁZNi,G =
a;» qui est borné par 1.

Dans un réseau les sommets ayant pour degré (N — 1) possedent une centralité d’in-
termédiarité (betweenness centrality) élevée et ils jouent le role d’intermédiaires dans le
réseau.

Comportement de la fonction ¢”! du critere d’Ecart a I’'Indétermination

Analysons maintenant la fonction caractérisant le terme d’accords négatifs du critere

d’Ecart a 'Indétermination : Q_BZ[Z) f = (% + S — 3\[—%]) Ainsi, ¢P! est une fonction linéaire

de a;. et a i, géométriquement il s’agit d’'un plan dans I’espace, donc elle croit moins vite

3. Le seul graphe qui peut avoir un sommet ayant pour degré le nombre total d’arétes, M, est le
graphe étoile. Ainsi, si nous notons u le sommet central d’'un graphe étoile, son degré vaut a,. = M.
Cependant dans ce cas-la le degré de tout autre sommet dans le graphe vaut a; = 1 Vi # u et le

produit av.a; = M < 2M = PNE = % € [0,1]Vi et pour toute autre paire de sommets nous avons
¢£\{,G = ﬁ <1Vi#u, i’ # u. Par exemple, le degré du sommet central du graphe étoile de la figure 1.5
estal. =Tet oN¢ = L <1Vi£let o =L <1Vi#1, i # 1.

i1’
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que QE%G Pour la plupart des graphes réels les valeurs prises par cette fonction sont com-
prises dans U'intervalle [0, 1]. Lorsque 0 < é?i,l < 1 est vérifié le domaine de définition de
¢P! = a;y correspondrait & la borne inférieure et supérieure de I'intervalle de définition
de ¢P!. D’autre part, la fonction P! dépend de la structure globale du graphe car elle
dépend du nombre total d’arétes M et du nombre total de sommets N.

La condition de positivité (5.19) définit la borne inférieure de la fonction ¢! > 0.
Voyons maintenant quelle est sa borne supérieure 4. La quantité (“WZ + Lt 3\,—]\{) est maxi-
male lorsque les inégalités a;, < (N—1) et ay < (N—1) deviennent égalités, nous obtenons

ainsi la borne supérieure suivante :

- 2(N-1) 2M 2
DI
Pour des grands graphes réels, N — oo, le terme % tend vers zéro et la densité § << 1
devient petite (voir section 1.5). Sous ces conditions et la condition de positivité (5.19),
nous obtenons les bornes suivantes pour cbfz?,l pour un graphe non pondéré, non réflexif et

non orienté :

Q;. a ;r 2M
0< | = -— ] <2 6.5
- <N + N N 2) (6:5)
Les sommets 1 et 2 du graphe de la figure 6.2 possedent la valeur maximale possible
des fonctions V& et de la fonction ¢P7. Il est intéressant de remarquer la position centrale
de ces deux sommets dans le réseau.

FIGURE 6.2 — Graphe possédant deux sommets, 1 et 2, de degré maximal et égal a (N —1).

Comparaison entre le critéere de Newman-Girvan et I’Ecart & ’Indétermination

Au chapitre 5 nous avons vu que les criteres de Newman-Girvan et le critere d’Ecart
a I'Indétermination comparaient le graphe a modulariser avec un graphe aléatoire dont le

4. Dans le cas d’un graphe étoile de sommet central u nous avons ¢ = (% + %4 — 2]\%1) =
(B2 4 & - 2050 ) =1 205D <1 € [0,1] (car au. = M, a; = 1¥i £ wet M = (N—1)). Pour toute

: Y 2(N-1 . .
autre paire de sommets ne contenant pas u nous avons ¢/ = (% — (N2 )) = % <1 Vi#u,i #u.

Donc, pour un graphe étoile nous avons : d)ﬁf < 1Vi, 4’
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terme général de la matrice d’adjacence est donné par Q_S%G et 455,[ respectivement. Nous

avons vu aussi que cela conduit aux calculs simplifiés suivants (voir expressions (5.23) et

(5.20)) :
NG _ [inaing  pi_ 9 top
Giir” =\ Pii Pury i %

Ainsi dans le cas d’indépendance, le poids de chaque aréte correspond & la moyenne
géométrique des poids de boucles des sommets se trouvant a chaque extrémité. Dans le
cas d’indétermination, le poids de chaque aréte correspond a la moyenne arithmétique des
poids de boucles des sommets se trouvant a chaque extrémité. D’autre part la moyenne
géométrique de deux nombres étant toujours inférieure a leur moyenne arithmétique (avec
égalité si et seulement si les deux nombres sont égaux) nous retrouvons la propriété sui-
vante :

Si qz_ﬁfyG = ¢DT et NG — _5/1 — J’iDi'I > CZ_’sz/G

i/q/

Cependant nous avons toujours g?)ﬁ G > 455 v,

— 2 —
; - : NG _ 9 DI _ 2a; _ 2M .
Démonstration. A partir de ¢;;~ = 5i; et ¢j;" = T2 7z nous obtenons :
(quG _ _DI) _ (9 2 _2MY _ (e _ VM) S 0 0
ii i )~ \2M T N N2 ) T \Vem N -

Voyons maintenant dans quel cas nous avons q_ﬁfy G > Q_Sg I et dans quel cas ggfj ¢ < gz_ﬁg I
Calculons la différence entre ces deux quantités :

o N N N2

((ZBNG (EDI) o (ai,a.i/ Q;. Q. g/ 2M> _ ( (478 \/W) < Q. ;! \/W)
i1 i) \/m N \/m N .
(6.6)
A partir de cette expression et en notant dg, = % le degré moyen du graphe nous
voyons que selon les valeurs prises par a;. et a; 5 cas possibles peuvent se présenter qui
divisent le plan cartésien en 4 zones comme le montre le schéma 6.3 :
1. Zone 0 (en rouge) : (a;. = dgy) U (a4 = dgy).
Zone I (couleur jaune) : (a; < dgy) () (@ < daw)-
Zone 1II (couleur bleu) : (a;. > day) () (a5 < dav).
Zone III (couleur jaune) : (a;. > daw) () (@i > daw)-

Zone IV (couleur bleu) : (a;. < dgy) () (@ > day)-

ANl

La fonction @Ni,c, caractérisant le terme d’accords négatifs du critere de Newman-
Girvan, prend des valeurs plus élevées que celle du critere d’Ecart & I'Indétermination
q_ﬁg,f lorsque les degrés des sommets ¢ et i’ sont soit simultanément supérieurs au degré
moyen soit simultanément inférieurs au degré moyen (zones I et III du schéma 6.3). En
revanche, la fonction gZ)iDi,I , caractérisant le terme d’accords négatifs du critere d’Ecart &
I’Indétermination est plus élevée que celle du critere de Newman-Girvan (ZEZNZ/G lorsque
possede un degré supérieur au degré moyen alors que i’ posséde un degré inférieur au
degré moyen ou vice-versa (zones II et IV du schéma 6.3). Les deux fonctions éfVZ,G et 75,1
prennent la méme valeur lorsqu’au moins un des deux sommets, i ou 4/, posséde le degré
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gy

iy

Zone | Zone 11

iy

Zone 111

a

FIGURE 6.3 — Les 4 zones délimitées par le degré moyen.

moyen dg, (zone 0).

A ce stade il est important de rappeler, le role du terme d’accords négatifs. Si un
critere est & maximiser, les fonctions QSQT,G et q@ﬁ/ doivent s’accorder avec le terme général
de la relation X, autrement dit, plus élevée est ¢;; plus Z;y devra étre égal & 1 pour
maximiser le critére, or Z;» = 1 implique que i et i’ seront séparés. C’est-a-dire le critere
de Newman-Girvan a tendance a séparer (ne pas classer ensemble) les paires de sommets
dont les degrés sont soit simultanément supérieurs au degré moyen soit simultanément
inférieurs au degré moyen. En revanche, le critere d’Ecart & I'Indétermination a tendance
a séparer les paires de sommets contenant un sommet de degré inférieur au degré moyen
et un autre sommet de degré supérieur au degré moyen. Par conséquent, les partitions ob-
tenues via 'optimisation du critére de 'Ecart & I'Indétermination seront plus homogénes
quant a la distribution des degrés intra-classe que celles obtenues via 'optimisation du
critere de Newman-Girvan, qui présenteront plus d’hétérogénéité dans la distribution des
degrés intra-classe.

6.2.3 Lien entre le critere de Newman-Girvan, I’Ecart 4 I’Indétermination
et la Modularité Equilibrée.

BM NG BM DI (oo :
Nous avons vu que ¢;;" # ¢;57 et ¢ # ¢i:' (voir tableau 6.2), donc pour pouvoir
comparer le comportement de ce critere a celui du critere de Newman-Girvan et a celui
du critere d’Ecart a I'Indétermination, il est nécessaire de prendre en compte 1’expression
globale du critére (au lieu d’analyser séparément les fonctions ¢5,M et QSE,M ). A cet effet,

nous exprimerons la Modularité Equilibrée en fonction des deux autres critéres mentionnés.

Commencons par le critere de Newman-Girvan. D’abord remarquons que les termes

= ay . N—a;,)(N—a) . . :
PNC = Ui et Py = W vérifient le lemme suivant :

Lemme 6.1. Si a; = dgy, ou ay = dgy alors pyr + piir = 1.
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Démonstration. Si a;, = dg, nous avons :

GNG 4 g = Gay | (N=a)W—ay) _ Zyay  (N-3H(N-ay) _ g 4 (N=u
i’ Pii oM NZ_2M oM NZ_2M N N

La démonstration est analogue si a y = dgy-

Le lemme 6.1 implique que les quantités ég,G et p;» sont complémentaires lorsque soit
le degré du sommet ¢ soit le degré du sommet d; est proche du degré moyen. Cela implique
aussi que a;, = dgy et a = dgy sont solutions du polynéme :

7£V1/G + iy —1=0.
Si nous développons ce polyndéme nous obtenons :

ajay (N —a;)(N—ay)

qEzNz’ + Diir — 1=

2M N2 —2M
~aiayN?*—a;ay2M +2M(N? —a; N —ayN + a;.ay) — 2MN? — 4M?
N 2M (N2 —2M)
_a.ayN?*—a;ay2M +2MN? —2Ma; N —2Ma yN + 2Ma;.a; — 2MN? — 4M?
N 2M (N2 —2M)
o a.i/N2 - QMG,ZN - 2Ma.z-/N - 4M2 . (azN - 2M)(az/N - 2M)
2M (N2 —2M) B 2M (N2 —2M)

En divisant le numérateur et le dénominateur par N2 nous obtenons 1’égalité suivante
en fonction du degré moyen et de la densité d’arétes :

(ai. - dav)(a.i’ - dav)

NG —
VG h = + 1. 6.7
Giir” + P 2M (1 —6) (67)
A partir de lexpression (6.7) nous avons : p;; = (ai'_g?\})((ffé)_ dav) 4 1 _ q_ﬁfVZ,G Si nous

remplacons ce résultat dans l’expression de la Modularité Equilibrée (voir tableau 6.2)
nous obtenons :

N N
Fpu(X) = Z Z(an’/ — o — w + D) i

1=114i'=1
S A i dav il dav _
— ;; <2aii’ —1- quNZIG + (CL 2M()1(a_ 5) ) 11 Z];//g) i
»3 _ daU ( — dav)
= 2;;(azz’ - zz’ .%'zz + ;; ( 1 — 5) ) Xigl -

Par conséquent, maximiser la Modularité Equilibrée revient a maximiser I’expression
suivante en fonction du critéere de Newman-Girvan :

Fpum = 2FnG + Z Z < 1(“_5)_ d“”)> Ty (6.8)

i=14'=1

Cette derniere expression montre que maximiser la Modularité Equilibrée revient a
maximiser deux fois le critere de Newman-Girvan plus un terme régulateur qui dépend de
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la distribution des degrés, du degré moyen et de la densité d’arétes. Le dénominateur de
ce terme étant toujours positif, son signe est déterminé par le numérateur. Pour chaque
paire de sommets 7 et i’ deux cas possibles peuvent se présenter :

(aj.—dav)(a y—dav)
L (g

si le terme régulateur est positif, la Modularité Equilibrée modifiera le critere de
Newman-Girvan de sorte a favoriser le fait de classer dans la méme communauté les
paires de sommets dont les degrés sont soit supérieurs au degré moyen, soit inférieurs
au degré moyen simultanément.

(aiA_daU)(a'i/_dav)
2. < IM(1-0)

est négatif la Modularité Equilibrée modifie le critere de Newman-Girvan de sorte
qu’il favorise la séparation des paires de sommets composées d’un sommet avec degré
inférieur au degré moyen et un autre sommet avec degré supérieur au degré moyen.

) > 0 (zones I et IIT du schéma 6.3). Cela peut s’interpréter ainsi :

) < 0 (zones IT et IV du schéma 6.3). Donc, si le terme régulateur

A partir de ces résultats nous pouvons déduire que la Modularité Equilibrée modifie le
critere de Newman-Girvan de facon a homogénéiser la distribution des degrés intra-classe.
Autrement dit, si nous distinguons deux catégories de sommets : ceux dont le degré est
supérieur au degré moyen et ceux dont le degré est inférieur au degré moyen ; le critere de
la Modularité Equilibrée favorise le fait de classer ensemble les sommets se trouvant dans
la méme catégorie. Cependant, ces résultats dépendent de la contrainte de transitivité sur
la partition cherchée X comme nous le verrons au chapitre 7.

Comparons maintenant 1’Ecart & I'Indétermination et la Modularité Equilibrée. Les

DI _ a; + a (N—a; )(N—a ;)

oM o, - _ (N—ai)(N—ay) . . . )
termes ¢y = F & — Nz et P = No =507 vérifient le lemme suivant :

Lemme 6.2. Sia; = dg, ouay = dg alors ggg,l + Py = 1.
Démonstration. Si a; = dg, nous avons :

M
DI _ o . a ./ 2M (N—a)(N—a -/) _ 2M a ./ 2M (NiL)(Nia/)
i TP =Nt N N T N =N TR t R
a. (N—a ) _
o B =

La démonstration est analogue si a.y = dgy-

Le lemme 6.2 implique que les quantités qEZDZ.,I et P sont complémentaires lorsque d;
ou dy sont proches du degré moyen. Cela implique aussi que a;, = dgy €t ay = dg, sont
solutions du polynéme :

oP + piy — 1 =0.

Si nous développons ce polyndéme nous obtenons :

DI | = _ ai a 2M (N—a;)(N—a )
¢Z'Z" +pu’_1—W+N_W+W

_ N(N2?-2M)a; +N(N?—2M)a ;;—2M(N?—2M)+N?(N2?—a; N—a ;yN+a; a ;;)—N?(N2—2M)
- N2(N2-2M)
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_ N3%a; —N2Ma; +N3a y—N2Ma ;—2MN?+4M?+N*—a; N3—a ;s N3+a;.a yN?—N4+N22M
- N2(NZ-2M)

. ai_a'i/szNZMai'7N2Ma'i/+4M2 (a;. N—2M)(a ;s N—2M)
= 2M(N2—21M) NZ(N2_20)

En divisant le numérateur et dénominateur par N2 nous obtenons ’expression suivante
qui dépend du degré moyen et de la densité d’arétes :

(ai. - dav)(a.i’ - dav)

_A partir des expressions (6.7) et (6.9) nous pouvons exprimer quVZ,G et Py en fonction
de (bg,l :
- ((I'.—d )(a"/—d ) 1 1 -
bt == G- \am )t i (6.10)
_ (@i, — dav)(ay — day) -
po = ) g, o

Si nous remplacons ces résultats dans ’expression de la Modularité Equilibrée (voir
tableau 6.2), nous obtenons :

Fpu(X) =Y (aw — 65 — @i + P )i

N N
_ L (ai. — dav)(a.i’ - dav) 1 o 1 ( — dav)(a.i’ — dav) B
p»> <2a“' (1—-9) <2M N2> 20 + N2(1—9) > i

—1
— Qi ﬁ:(aii’ — Gl i + iiﬁ: <(ai' — dgf)_(a(';; ) (;2 - 2]1\4)> T

Par conséquent, maximiser la Modularité Equilibrée revient & maximiser 1’expression
suivante en fonction du critere d’Ecart a I'Indétermination :

Fpn =2Fpr + (2 — ) ZZ ( — d‘“’ (@ 15)_ d‘“’)> i (6.12)

i=14=1

La derniere expression montre que maximiser la Modularité Equilibrée revient a maxi-
miser deux fois le critere d’Ecart a I'Indétermination plus un terme régulateur qui dépend
de la distribution des degrés, du degré moyen et de la densité d’arétes. Le dénominateur de
ce terme est toujours positif, cependant ce terme est pré-multiplié par la quantité (2 — %)
qui s’annule si et seulement si la densité d’arétes a = 0,5, comme nous avons vu lors de la
définition de densité, (voir chapitre 1, section 1.5) pour des graphes réels § << 0.5 comme
le montre le tableau 1.1. Cela implique que pour des réseaux réels nous aurons dans la
plupart de cas ( — %) < 0. Désormais nous supposant que le terme (2 — %) est négatif.

Donc, pour chaque paire de sommet 7 et i’ nous avons les deux cas suivants :

1. Le terme régulateur est négatif lorsque deux sommets ont des degrés simultanément
supérieurs au degré moyen ou simultanément inférieurs au degré moyen (zones I et
III du schéma 6.3) :
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(2 %) <(ai'7‘f§§z§ig;d““)> < 0. Par conséquent, la Modularité Equilibrée modifiera

le critere d’Ecart a I'Indétermination de fagon a défavoriser le fait de classer ces
sommets dans la méme communauté.

2. Le terme régulateur est positif pour toute paire de sommets composée d’un sommet
avec degré inférieur au degré moyen et d’un autre sommet avec degré supérieur au
degré moyen (zones II et IV du schéma 6.3) :

(2-3) ((“i“fg;ggig)‘d““v > 0. Donc, la Modularité Equilibrée, modifiera le critére

d’Ecart a I'Indétermination de fagon a favoriser le fait de les mettre dans la méme
classe).

A partir de ces résultats nous déduisons que la Modularité Equilibrée modifie le critere
d’Ecart & I'Indétermination de fagon a hétérogénéiser la distribution des degrés intra-
classe. Cependant, ces résultats dépendent de la contrainte de transitivité sur la partition
cherchée X.

Nous avons vu que les partitions obtenues via 'optimisation du critere de Newman-
Girvan présentent plus d’hétérogénéité dans la distribution des degrés intra-classe que
celles obtenues via 'optimisation du critere d’Ecart & I'Indétermination. Nous avons vu
aussi que la Modularité Equilibrée modifiait le critere de Newman-Girvan avec un terme
régulateur qui permettait d’homogénéiser la distribution des degrés intra-classe. Nous ve-
nons de voir que la Modularité Equilibrée modifie le critere d’Ecart & IIndétermination
avec un terme régulateur qui permet d’hétérogénéiser la distribution des degrés intra-
classe. Nous pouvons déduire de ces résultats que la Modularité Equilibrée se comporte
comme un critere régulateur entre les criteres de Girvan-Newman et celui d’Ecart
I'Indétermination.

6.2.4 Lien entre les quatre criteres dépendant de la distribution des
degrés : Newman-Girvan, I’Ecart a I'Indétermination, I’Ecart a
I’Uniformité et la Modularité Equilibrée.

Théoréme 6.1. Pour un graphe dont la distribution des degrés est uniforme, i.e. tous les
sommets du graphe ont le méme degré qui est égal au degré moyen dq, = %, les termes
d’accords négatifs des critéres de Newman-Girvan, Ecart a l'Indétermination et Ecart a
I’Uniformité coincident :

ZNG _ 7DI _ 7UNIF

biir = Giir = b -

Par conséquent, les trois critéres sont équivalents.

De plus, mazximiser ces criteres est équivalent a mazimiser la Modularité Equilibrée :

qu NG qu DI qu UNIF )?$ BM

Démonstration. Si tous les sommets ont le méme degré a; = dgqy = % Vi alors :
NG _ 3.0, A 2M UNIF
n 7. g/ N N n ,
o @ = = =—=0= et par conséquent : Fyg = I .
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ay 2M R OR 2M _2M 5 — GUNIF
N N2 N2

O¢“/—N+N 72:

Fng = Funtr.

et par conséquent :

o Nous pouvons déduire du tableau 6.2 que maximiser la Modularité Equilibrée revient
a maximiser :

N (N = ai) (N —a)
Fpu(X) = Z Z <am-/ + N;.— Wi L (C_LW + (bf\[/G)) T4, si tous les som-
i=14'=1

mets ont le méme degré :

N N _2M _2M
Fpu(X) = Z(%/JF(N V) N)—(l—az’i’)—m)xii’:

‘ N?2 —2M N2

<

i

M=

N
_ (N%2 —2M)(N? — 2M) 2M _
=22, (2o + e gy 1 ) o
=1 1=
N N
(N? —2M) 2M
FBM(X) = ;; <2au‘/ + T —1- W Ty =
oM 2M
33 (204 1= 205 =1 37 ) Yy (s = 2 ) 30 = 2o,
i=14'=1 i=14d'=1

La derniere expression étant deux fois le critere d’Ecart a I’Uniformité, nous pouvons

conclure que pour un graphe dont les arétes sont équi-réparties parmi les sommets,

Ioptimisation des quatre criteres : Newman-Girvan, Ecart & I’Indétermination, Mo-

dularité Equilibrée et BEcart & I’Uniformité) conduit au méme résultat, a la méme

partition optimale.

O

La figure 6.4 compare les fonctions ¢™V¢, ¢P! et ¢UNIF pour le réseau de musiciens
de "jazz”, & N = 198 sommets et M = 2742 arétes, mentionné dans le tableau 6.1 (voir
Gleiser and Danon [2003]).
La figure 6.4 montre comme la fonction ¢™V¢ croit plus rapidement que ¢P7 au fur et &
mesure que les degrés de sommets augmentent, alors que la fonction ¢UNF reste constante
pour toute paire de sommets.

Jusqu’ici nous avons étudié les comportements des fonctions ¢ des critéres linéaires
décrits dans le tableau 6.2. Nous avons vu les liens existant entre les différentes fonctions.
Dans la section suivante nous allons nous servir de ces résultats pour expliquer la variation
que les différents criteres présentent quant au nombre de classes de la partition optimale
dont deux exemples ont été donnés dans le tableau 6.1.

6.2.5 Coiut de fusion de deux classes pour les criteres linéaires

Nous avons vu dans le tableau 6.1 qu’il existe des différences importantes quant au
nombre optimal de classes trouvé par le biais de 'optimisation des différents criteres
linéaires. Par exemple, le critére de Zahn-Condorcet et celui d’Ecart 4 I'Uniformité génerent
beaucoup plus de classes que les autres criteres. Tandis que les criteres de Newman-Girvan,
la Modularité Equilibrée, I’Ecart & I'Indétermination et I’'Ecart & 1'Uniformité tendent &
générer peu de classes et a peu pres le méme nombre. Cependant cela ne garantit pas
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: ING 90 . - ) ) a1
Fonction ¢V = =2 Fonction ¢! = G 4 Gy 1T’L{_

-
S
5
8
-3
-

. TIINTE LT
Fonction ¢"NF = %

d_)NG (ZDI et QEUNIF

FI1GURE 6.4 — Comparaison des fonctions pour le réseau de musiciens

de "jazz” de Gleiser and Danon [2003].

que les classes trouvées avec ces quatre critéres soient identiques. Dans cette section nous
allons expliquer ces différences et nous allons aussi comprendre le role des termes d’accords
négatifs et d’accords positifs dans la détermination du nombre optimal de classes.

Pour pouvoir comprendre pourquoi certains criteres génerent plus de classes que d’autres
nous allons calculer 'impact sur la valeur de chaque critere suite a la fusion de deux sous-
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graphes dans le réseau. Supposons que nous voulons fusionner deux sous-graphes ou classes
Cy et Co dans le graphe de tailles respectives n; et no. Les sommets de C; et de Cy sont
connectées par [ arétes, comme le montre la figure 6.5 :

Cyq Co

11

7 19

FIGURE 6.5 — Deux classes dans le réseau dont la fusion aura un impact sur la valeur du
critere de modularisation.

L’impact de la fusion de ces deux classes sur la valeur d’un critere linéaire sera quantifié
par une variable que nous nommerons contribution car elle représentera la contribution
a la valeur du critere suite a la fusion. Ainsi, la contribution C' & la valeur d’un critere
linéaire F' suite & la fusion de deux classes est calculée par I'expression générale suivante :

Cr=>Y_ > ($ir — bir)- (6.13)

i€Cq 1/ €Co

Deux cas possibles peuvent se présenter °

ny n9 ni n2
o SiCp>0= E Z Qiir > Z E ¢;i» optimisation du critere est pour la fusion
1€C1 1/ €Cq 1€Cy 1'€Co

des deux classes, donc la contribution est un gain pour la valeur du critere.

ni n9 ni n2
0 Silpr< 0= Z Z Giir < Z Z ¢;i optimisation du critére est contre la fu-
1€C1 i €Ca 1€C1 ' €Co
sion des deux classes, donc la contribution est un cotlt, une perte pour la valeur du

critere.

Démonstration. La preuve consiste & comparer la valeur du critere avant et apres la fu-
sion. La contribution est la différence entre la valeur d’aprés et la valeur d’avant. Etant
donné une partition, la valeur de tout critére linéaire pour cette partition peut s’exprimer
comme la somme des contributions de toutes ses classes. Ainsi, avant la fusion le critere
vaut (nous notons cette quantité Fp pour before en anglais) :

N N n s
Fs = Z Z(@i/ — Giir)zi = Z Z (¢iir — biar) + Z Z (pir — diir) + K,

i=14'=1 1€Cy i'eCy 1€Ca 1'€Co

5. Ce raisonnement est valable lorsque le critére est & maximiser, s’il est & minimiser il faut raisonner
dans le sens inverse. Pour notre étude, tous les criteres linéaires que nous avons présentés sont & maximiser.
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ou K représente les contributions des autres classes différentes de C; et de Cs.
Apres la fusion le critere vaut (nous notons cette quantité F4 pour after en anglais) :

ni+n2 ni1+n2

Fy= Z Z (G — i) + K.

i6(01U02) i/E(ClLJCQ)

Comme les classes C1 et Cy contiennent des éléments disjoints, la derniere expression
peut se réécrire comme :

ny Ny ny  n ni o no
i€C1i'eCy i€Cy i'€Cy i€C1 i €Cs

Ot le coefficient 2 devant 'avant dernier terme vient de la symétrie des fonctions ¢ et
¢. Maintenant la contribution Cr = (Fy4 — Fg) s’écrit :

ni n2

Cr=>_ > (¢ — i)

1€Cy 1/ €Co

Nous omettons la constante 2 car elle n’a aucune influence sur le signe de C.

Ce résultat peut étre obtenu de fagon visuelle en définissant une matrice dont le terme
général vaut : (¢ — ¢z ). Cette matrice est diagonale par blocs, et la valeur du critere
est la somme de termes de chaque bloc. Chaque bloc représente une classe. Cette matrice
est symétrique aussi. La figure 6.6 montre I’évolution de la matrice ”avant” et "apres” la
fusion.

AVANT APRIS

FIGURE 6.6 — Evolution de la matrice de terme général (¢sir — @iy )rsy avant et apres la
fusion.
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Grace a la symétrie de cette matrice nous obtenons :

SN (i = i) =Y D> (bir — bir)

1€C1 ' €Co 1€C2 1/ €Cq

d’ou le résultat du calcul de la contribution. O

Remarques sur l'expression de la contribution (6.13) :

o La décision de fusionner ou pas fusionner les deux classes est prise en faisant une

ni ng ni o n2
comparaison de la quantité g E ¢;i versus la quantité E E ¢;i. La premiere
i€Cy i'€Co i€C1i'€Ca

quantité représente la contribution au terme d’accords positifs des toutes les paires
de sommets ayant une composante dans C; et 'autre dans Cs. La deuxieme quantité
représente la contribution au terme d’accords négatifs des toutes les paires de som-
mets ayant une composante dans C; et 'autre dans Cs.

n1 no ni n2
o Les deux quantités Z Z i et Z Z ¢;i étant positives, c’est celle qui a la
i€C1 1'€Ca 1€Cy i/ €Co

valeur la plus élevée qui décidera de fusionner ou pas fusionner. Ainsi la premiere
quantité est "pour” la fusion tandis que 'autre est ”contre” la fusion.

o C’est ici ol on peut voir pourquoi les fonctions ¢(.) et @(.) définissent la propriété
d’équilibre linéaire et pourquoi elles jouent le role de ”couts”. Elles représentent le
cout qu’il faut payer pour fusionner.

o Cela explique aussi 'obtention de la solution triviale ou grossiere lors de 1’absence
de ¢(.) ou de &(.) respectivement. En effet, si ¢y = 0V(i,i') = Cp < 0 et par
conséquent le critére sera toujours contre la fusion et la solution optimale sera la
solution triviale oll tous les sommets sont isolés. En revanche, si ¢ = 0V(i,7') =
Cr > 0 et par conséquent le critere sera toujours pour la fusion et la solution
optimale sera la solution grossiere ou tous les sommets sont classés en une seule et
classe.

L’expression (6.13), obtenue & partir de I’écriture générale de criteres linéaires équilibrés
(4.5), nous montre le pouvoir unificateur de la notation relationnelle. Le fait d’avoir écrit
tous les criteres linéaires avec les mémes notations de base nous permet de généraliser le
calcul de la contribution pour tout critere linéaire.

le tableau 6.3 montre ’expression explicite de la contribution aux criteres linéaires
étudiés jusqu’a présent. Toutes les expressions sont obtenues a partir de la formule (6.13).

Ou : - -
1 Zi661 @i 2 Zi’Ecz a.y
© dav = et dav =
ni na
tivement.

représentent le degré moyen de C; et Ca respec-
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ni no
Critére : F Dt o Cp = Z Z (Giir — Giir)
i€Cy1 1/ €Co
1
Zahn-Condorcet Qg 3 Cyo = (l - n12n2>
Owsinski-Zadrozny | a;; | « Coz=(I—-anny) O0<a<l
, 2M 2M
Ecart & I'Uniformité | a;; Nz Cunir = | [ — mny oy
T 32
. ;. Qg d
Newman-Girvan Qi ;]\41 Cng=1|1- nlnzﬁ
, . a;,  ay 2M . d2, 2M
Ban e [ S oo (1o (B - )
I'Indétermination

TABLE 6.3 — Contribution suite & la fusion de deux sous-graphes pour les criteres linéaires.

ny n2
o Pour les cing critéres nous avons ¢; = a; et par conséquent E E ¢iir =1, soit

i€Cq 1€Co
le nombre d’arétes existant entre C; et Cs.

Nous allons maintenant étudier plus en détail et analyser les conséquences des expres-
sions montrées dans le tableau 6.3. L’annexe B montre le détail d’obtention de résultats
et le tableau 6.4 présente un résumé.

Conséquences sur le nombre optimal de classes

Si nous avons toujours 6 << 0,5 (comme le montre le tableau 1.1 pour des graphes
réels), la contribution associée au critére de Zahn-Condorcet sera toujours inférieure a celle
associée au critere d’Ecart a I'Uniformité, en effet,

nin
2

Czc — Cunir = (l — ) — (l — n1n25) =ning ((5 — ;) < 0.

Ce résultat implique que quelles que soient les caractéristiques des classes a fusionner,
si la contribution au critére de Zahn-Condorcet est positive, la contribution au critere
d’Ecart & 'Uniformité le sera aussi. En revanche, le fait que la contribution au critere
d’Ecart a 'Uniformité soit positive n’implique nullement que celle associée au critere de
Zahn-Condorcet le soit aussi. Par conséquent, le nombre de classes obtenu via I’optimisa-
tion du critere de Zahn-Condorcet sera toujours supérieur a celui obtenu via ’optimisation
du critere d’Ecart & I'Uniformité :

KzC > KUNIF, (6.14)

ou kzc et kynip dénotent le nombre optimal de classes obtenu via 'optimisation du
critere de Zahn-Condorcet et du critere d’Ecart a I’'Uniformité respectivement.

Par analogie, nous pouvons établir les résultats suivants concernant le nombre de classes
obtenu via 'optimisation du critere d’Owsiriski-Zadrozny
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Kzc > Koz Si a<0,5, (6.15)
kzo < koz si a > 0,5,

ol kpyz dénote le nombre optimal de classes obtenu via ’optimisation du critere
d’Owsinski-Zadrozny.

Et de fagon analogue, le nombre optimal de classes obtenu via 'optimisation du critere
d’Owsinski-Zadrozny et celui obtenu via I'optimisation de ’Ecart a I’'Uniformité vérifient :

KUNIF > koz SI a <9 (6.16)
et

KUNIF < Koz Si a > 0.

Ces résultats peuvent étre constatés facilement avec les données du tableau 6.1. La
densité d’arétes du réseau Jazz étant 6 ~ 0,14 et o = 0,02 nous avons Kzc > KUNIF >
koz. En ce qui concerne le réseau Internet, la densité d’arétes est 6 >~ 0,00014 et § < a <
0,01 P'optimisation des trois criteres donne : Kzc > Koz > KUNIF-

Comportement du critéere de Newman-Girvan et du critere de Zahn-Condorcet
avec les sommets a degré 1

Le fait de placer le sommet a degré 1 dans la classe de son seul voisin augmente
toujours le critére de Newman-Girvan. Nous allons voir que ce comportement du critére
de Newman-Girvan est contraire a celui du critere de Zahn-Condorcet et il a déja été
démontré par Brandes et al. [2008] :

Démonstration. La preuve consiste a comparer la contribution a la modularité de Newman-
Girvan d’un partitionnement ou le sommet de degré 1 est seul dans sa classe avec la contri-
bution d’un partitionnement ou le sommet de degré 1 est dans la classe de son voisin.

Soit v le sommet de degré 1, donc a,. = a, = 1 et u son voisin. Si v est tout seul dans
sa classe C(v) et u est dans une autre classe C(u) la contribution de ces deux classes a la
modularité de Newman-Girvan, notée NG[C(u)] + NG|C(v)] sera :

NG[C(u)] + NGIC()] = gh7 X inyecq (@i — %55) — 1ir-

En fusionnant les classes C(v) et C(u), la contribution de cette classe résultante a la
modularité, notée NG|[C(u) U C(v)] sera :

NG[C(u)UC(v)] = ﬁ Z(i,i’)ec(u)(aii’ - aé‘ﬁ,) - ﬁ + ﬁ Ziecm) (aiv — 317)-

La différence entre la contribution & la modularité apres et avant la fusion sera :
NG[C(u) UC(v)] = (NG[C(uw)] + NG[C(v)]) = 57 e (@i — 357)

a;py = 1 seulement dans le cas o1 ¢ = v, autrement il est nul :

NG[C(u) UC(v)] = (NGIC(u)] + NGIC(v)]) = 37 — 37 Licc(u) 317
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Le membre droit de cette derniere équation est strictement supérieur a zéro car ZieC(u) a;. <
2M donc suite a la fusion des deux classes la modularité ne peut qu’augmenter sa valeur.
O

Ce comportement du critere de Newman-Girvan est contraire a celui du critere de Zahn-
Condorcet sous certaines conditions. Comme nous ’avons mentionné lors de I'analyse de
la contribution au critere de Zahn-Condorcet, les classes obtenues via 'optimisation de
celui-ci possedent plusieurs classes a un seul sommet isolé. Nous pouvons nous inspirer de
la démonstration précédente pour le démontrer :

Théoréme 6.2 (Le critére de Zahn-Condorcet et les sommets de degré 1 ). Etant donné
un graphe connecté G = (V, E), le critére de Zahn-Condorcet classe tout sommet de degré
1 soit tout seul dans une classe, soit avec son seul voisin dans une classe ot il y a au plus
1 autre sommet a part son voisin.

Si v est un sommet de degré 1 de G et u son seul voisin le théoreme 6.2 indique que si
u est classé avec son voisin il y aura au plus 3 sommets dans cette classe.

Démonstration. De facon analogue a la démonstration précédente nous allons comparer
la contribution au critere de Zahn-Condorcet dans le cas ou le sommet v est classé tout
seul et dans le cas ou il est classé avec son voisin u.

Si v est classé tout seul, soit C(v) sa classe et C(u) la classe de son voisin. La contribution
de ces deux classes au critere de Zahn-Condorcet, notée ZC[C(u)] + ZC[C(v)] sera :

Z0[C(u)] + ZCICW)) = ¥t iecqu (@i — @) — 1.

Le dernier terme est du au fait que a,, = 0, donc @, = 1.
En fusionnant les classes C(v) et C(u), la contribution de cette classe résultante au
critere, notée ZC[C(u) UC(v)] sera :

ZOC(uw) UC()] = > inecqw (@i — Givr) =1+ 23 e (@iv — Giv)-
La différence entre la contribution apres et avant la fusion sera :
ZC[C(u) UC(v)] = (ZC[C(u)] + ZC[C(v)]) = 22 ey (@iv — Giv)-

ajy = 1 seulement dans le cas ot ¢ = u et dans ce cas-la a;, = 0, pour i # u on a
a;py = 0 ce qui implique a;, =1 :

ZC[C(u) UC(v)] = (ZC[C(w)] + 2C[C(v)]) = 2 = 2(C(u)| = 1) = 4 = 2|C(u)],

ou |C(u)| est leffectif de la classe contenant u avant la fusion, donc |C(u)| > 1. On a
les cas suivants :

1. Si |C(u)| = 1 donc u est tout seul dans sa classe et la contribution au critére suite
a la fusion des classes est positive, cela implique que 'optimisation du critére de
Zahn-Condorcet placera u et v dans la méme classe.

2. Si|C(u)| =2 il y a un autre sommet dans la classe de u a part u et dans ce cas-1a le
fait de fusionner les classes n’augmente ni diminue la valeur du critere.
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3. Si |C(u)] > 2 il y a au moins deux sommets & part u dans C(u) et dans ce cas
I'optimisation du critere placera v seul dans sa classe.

Ces résultats sont une conséquence de la vérification de la regle de majorité absolue
d’arétes intra-classe imposée par le critere de Zahn-Condorcet. 0

Nous allons illustrer ce résultat avec le petit graphe & 6 sommets de la figure 5.3. Apres
avoir modularisé ce graphe via 'optimisation du critere de Newman-Girvan et du critere
de Zahn-Condorcet nous avons trouvé que chaque critéere fournit une partition différente.
Une partition a 2 classes pour le premier et a 3 classes pour le second.

FIGURE 6.7 — Résultat de la modularisation du graphe de la figure 5.3. A gauche le résultat
obtenu avec le criteére de Newman-Girvan et & droite celui obtenu avec le critere de Zahn-
Condorcet.

La figure 6.7 montre que le sommet 5 a été classé dans la classe de son voisin (le
sommet 4), par le critere de Newman-Girvan tandis que le critére de Zahn-Condorcet a
I’a isolé. Le sommet 5 de la figure 6.7 n’étant pas en relation avec les sommets 3 et 6
Zahn-Condorcet le isole. Quant au critere de Newman-Girvan, il met le sommet 5 dans la
méme classe que son voisin méme s’il est connecté a un seul sommet dans cette classe car
ce critere n’isole pas les sommets de degré 1. Concernant le sommet 1, il a été classé avec
son seul voisin, le sommet 2, par les deux méthodes. Cela est di principalement au fait
que le sommet 2 n’a que deux voisins : le sommet 1 et le sommet 3.

Il est intéressant de remarquer que, pour cet exemple, toutes les classes obtenues par
le critere de Zahn-Condorcet sont des graphes complets, des cliques a 1, 2 ou 3 sommets.

Comparaison entre les contributions au critéere de Newman-Girvan, au critéere
d’Ecart a ’Indétermination et au critere de la Modularité Equilibrée

Nous pouvons mener une analyse de comparaison entre les contributions au critere de
Newman-Girvan et au critéere d’Ecart & 'Indétermination de facon similaire & la section
précédente. Si nous comparons les contributions aux deux criteres :

gy,
CNG = (l - n1n22]\4>
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Cpr=(l—mnn diw—i-dgv—%

La différence entre ces deux expressions réside dans les valeurs prises par les quan-
tité dawa, t oy + da, _ 2M N Studier 1 iati t d
ités : = et | — + - — — |. Nous pouvons étudier la variation entre ces deux
oM N TN N2 P

quantités :
D, (A, B, VY 1 (M (1, oM
2M N N N2 2M \ Y N @w N

Donc, c’est la valeur du produit (d, —day)(d2, —day) qui nous intéresse. Selon la valeur
que cette quantité prend, il peut exister les différences suivantes entre la contribution au
critere de Newman-Girvan C'y¢g et la contribution au critere de I’Ecart a I’Indétermination
CD] :

1. Si le degré moyen d’au moins une des classes C; ou Cy est proche du degré moyen
day, alors (dL, — dgy)(d?, — day) = 0 et par conséquent Cyg = Cpy ce qui implique
que la décision de fusionner ou pas les deux classes est la méme pour les deux criteres.

2. Si (dt, — daw)(d2, — daw) > 0 = Cng < Cpr (zones I et III du schéma 6.3). Cela
signifie que le critere d’Ecart & I'Indétermination sera plus facilement en faveur de la
fusion des deux classes que le critere de Newman-Girvan lorsque les deux classes Cq
et Cy possedent simultanément soit un degré moyen supérieur au degré moyen global

soit un degré moyen inférieur au degré moyen global.

3. Si (dl, — duw)(d?, — dw) < 0 = Cng > Cpy. Cela peut étre interprété comme
suit : si le degré moyen d’une des deux classes (C; ou C3) est supérieur au degré
moyen du graphe tandis que le degré moyen de ’autre classe a pour degré moyen
une valeur inférieure au degré moyen global le critére de Newman-Girvan soutiendra
plus en faveur de la fusion des deux classes que le critere d’Ecart & I'Indétermination.

A partir des expressions (6.8) et (6.12) nous pouvons exprimer la contribution de
la Modularité Equilibrée en fonction des expressions de la contribution aux criteres de
Newman-Girvan et d’Ecart & 1'Indétermination respectivement. De plus, en nous basant
sur la définition de contribution (6.13) nous obtenons :

ny  na a;.a . ny  ng (a;, — dgw)(ay — dav)
Con =237 3 (aw =537 ) + 32 3 2M(1—0)

1€Cy 1/ €Co 1€C1 1/ €Co
dl,d> (dL, — day)(d2, — day)
Cpym =20—2 —ar_av av _A4v/iTav  4Y
BM mne o4y + ning 2M(1—9)

(dtlw — d(w)<dc2w — dav)
2M (1 —9)

Cpym = 2Cng + ning (6.17)
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En suivant les mémes étapes que pour le calcul de la contribution a la Modularité
Equilibrée en fonction de la contribution au critere d’Ecart a 'Indétermination nous trou-
vons :

(6.18)

— 1 (d}w — dav)(d?w — dav)
Cem = 2Cpr +ning <2_5> N2(1—5) .

Ces résultats montrent ce qui a déja été constaté dans la section précédente.

La contribution a la Modularité Equilibrée est deux fois la contribution au critere de

1 _ 2
Newman-Girvan plus un terme régulateur : (nmz (2 — %) (day i}lg“()l(i%“) d‘”)> qui dépend

de la distribution des degrés, du degré moyen et de la densité d’arétes. Ce terme régulateur
sera en faveur de la fusion si les degrés moyens des deux classes sont soit simultanément
supérieurs soit simultanément inférieurs au degré moyen global (zones I et IIT du schéma
6.3) . En revanche, il sera en défaveur de la fusion si le degré moyen d’une des classes est
inférieur au degré moyen global et le degré moyen de I'autre classe est supérieur au degré
moyen (zones II et IV du schéma 6.3).

La contribution a la Modularité Equilibrée est deux fois la contribution au critere

d’Ecart & I'Indétermination plus un terme régulateur qui vaut <n1 ng (2 — %) (day 7;{?;()1(%23’37%”) )
Ce terme dépend de la distribution des degrés, du degré moyen et de la densité d’arétes.
La quantité (2 — %) étant la plupart de temps négative pour des graphes réels (voir le
tableau 1.1), le terme régulateur sera en faveur de la fusion si le degré moyen d’une des
classes est inférieur au degré moyen global et le degré moyen de 'autre classe est supérieur
au degré moyen (zones II et IV du schéma 6.3). En revanche, il défavorisera la fusion si
les degrés moyens des deux classes sont soit simultanément supérieurs soit simultanément
inférieurs au degré moyen global (zones I et III du schéma 6.3).

Cependant pour des grands graphes, lorsque N — oo et M — oo les termes
régulateurs tendent vers zéro.

L’effet de ’ajout d’un sommet

Une application importante du cotit de fusion de deux classes est I’étude de 'ajout d’un
sommet au graphe et le suivi de I’évolution du partitionnement optimale suite a cet ajout.
A titre d’exemple, nous allons étudier comment 'arrivée d’un nouveau sommet modifie la
classification optimale obtenue avant la modification par les criteres de Newman-Girvan
et celui de Zahn-Condorcet.

Les graphes modélisent phénomeénes non statiques, c’est-a-dire qui évoluent avec le
temps. Ainsi avec le temps certains sommets abandonnent le réseau, d’autres y adhérent,
les liens entre sommets changent aussi, etc. Par exemple, dans les réseaux sociaux il y a
de nouveaux amis qui arrivent, les amitiés se créent, certains liens s’affaiblissent, etc.

Théoréme 6.3. Etant donné un graphe G = (V, E), une modularisation optimale de G
ne contient pas de classes a sommets dis-connectés.
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Le théoreme 6.3 est une conséquence de la définition de la notion de modularisation
et de celle de communauté. En effet, si dans une partition il existe une classe composée
de groupes de sommets dis-connectés, le fait de placer chaque sous-groupe dans une classe
différente n’entraine aucune coupure car il n’existe aucune aréte reliant les sous-groupes
de sommets. Donc, un bon critere de modularisation placera chaque sous-groupe dans une
classe différente.

Quelques conséquences du théoreme 6.3 pour une partition optimale :

o Ayant obtenu une partition & modularisation optimale ; deux sommets d’une méme
classe peuvent étre reliés par un chemin passant seulement par les sommets de cette
classe.

o Chaque sommet du graphe soit il est classé tout seul dans une classe, soit il a au
moins un voisin dans sa classe.

o S’il existe des classes a 2 sommets, ces deux sommets sont forcément adjacents.

La figure 6.8 illustre un exemple d’application du théoreme 6.3. Un bon critere de
modularité aura une valeur plus importante pour la partition de droite que pour celle de
gauche.

FIGURE 6.8 — A gauche : Partitionnement non optimal avec une classe a sous-groupes de
sommets non connectés. A droite : La classe a sous-groupes dis-connectés a été séparée en
3 classes.

Par la suite, nous allons analyser I'effet sur le critere de modularité de Newman-Girvan
et celui de Zahn-Condorcet suite a ’ajout d’un sommet au graphe.

Soit un graphe G = (V, E) a N = |V| sommets, Soit X* la matrice de la partition op-
timale obtenue avec le critere de Zahn-Condorcet. Supposons que 1’on ajoute un nouveau
sommet v & G adjacent & d, sommets et nous obtenons un nouveau graphe G’ a (N + 1)
somimets.

La valeur optimale du critere de Zahn-Condorcet dans sa version a maximiser pour le
graphe G s’écrit :
N N N
Fzo(X7) = Z Z(zaii’ = Dy + Z i -
j 1

i=1 /=1 i=1 =
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Suite a ’ajout du sommet v nous devons maximiser la fonction :

N+1 N+1 (N+1) (N+1)
FZC(X) = Z Z(Qaii’ - :Eu + Z Z Qi
=1 /=1 =

(N+1) (N+1)

N N N
= Z Z 2ai; — xw + 2 Z(Qaiv - ww 1+ Z Z it -
1=14=1 =1 =

Comme v est en relation avec d,, sommets et il n’est pas en relation avec N — d,, som-
mets, et si on ordonne les sommets de fagon que les d, premiers soient les voisins de v,
nous pouvons écrire sans perte de généralité :

N N (N+1) (N+1)
FZC(X):ZZ(&IW— )i + 2 wa— Z Tiy) — 1+ Z Z Q-
i=14¢=1 i=dy+1

Cela revient & maximiser :

N do N
Fzo(X) =20 (Qaiw — Daw + Y wiw— Y, =) + K, (6.19)
> i=1 i=dy+1
(N+1) (N+1)
ou le dernier terme est une constante égale & K = —(N + 1) Z Z Qi -
=1 /=1

Maximiser 1’équation (6.19) revient a maximiser l'expression entre parenthéses. On
sait que X* maximise le premier terme. S’il n’y avait pas la contrainte de transitivité en
choisissant : x;, = 1 si ¢ € [1,d,] (si ¢ est voisin de v), 0 sinon, on maximiserait les autres
deux termes. Malheureusement ce choix n’est pas possible car les voisins de v peuvent étre
classés en différentes classes par la partition X*.

Nous allons trouver la valeur optimale du critere pour le cas d, = 1, c’est-a-dire le cas
ol le nouveau sommet est adjacent a un seul sommet que nous nommerons u. Dans ce cas
I'équation (6.19) devient :

N N
Fro(X) =200 (2aw — Vag + 2w — Y _ i) + K. (6.20)
>4 =2

Selon le théoreme 6.3 dans une partition optimale soit v est classé tout seul dans une
classe, soit il est classé avec son voisin u. :

o Si v est classé tout seul le critere de Zahn-Condorcet vaut
Fzo(X) =230, (20 — Daly + K

o si u selon la partition X* était classé seul dans une classe, 'ajout de v dans cette
classe augmente la valeur du critere :
Fro(X) = 2(2Z 5i(a — Dzl + 1)+ K

o Si la classe contenant u selon la partition X™* contenait un autre sommet w a part u

suite & I’ajout de v dans cette classe le critere vaudrait :
Fzo(X) = 2(22 <i(2azy — 1), +1—1) 4+ K car 2y, = 1
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o Sila classe contenant u selon la partition X* contenait |C(u)| > 3 sommets au total,
I’ajout de v dans cette classe ne peut que diminuer la valeur du critere :
Fze(X) =230, (2a4 — 1)k, +2 — [C(u)|) + K étant donné que |C(u)] > 3 il est
préférable ne pas classer v avec u sinon l'isoler.

Nous avons montré que I’ajout d’un nouveau sommet de degré 1 au graphe G ne modi-
fie pas complétement la partition obtenue avec le critére de Zahn-Condorcet avant I’ajout,
le sommet ne perturbe que la classe de son voisin.

Analysons maintenant 'impact de 'ajout d’un sommet sur la valeur du critére de
Newman-Girvan. Il a été montré dans Brandes et al. [2008] que suite & 'ajout d’un seul
sommet de degré 1 la partition obtenue avec le critére de Newman-Girvan peut changer
radicalement et méme avoir un effet sur d’autres sommets éloignés du nouveau sommet
v et de son voisin u. Cela est di principalement au fait que le terme p;; = agg/f’ change
pour toutes les paires de sommets car M change.

Etant donné une communauté C et un sommet u voisin a quelques sommets dans C, le
critere de Newman-Girvan impose comme la condition suivante au nouveau sommet pour
faire partie de la communauté :

out ZiEC a.
2M =Y e aq’

in
u.

> a

a (6.21)

ou :
mn 4 YA N
o a!" représente le nombre d’arétes entre u et les sommets appartenant a C

o a2 représente le nombre d’arétes entre u et les sommets appartenant au reste su
réseau.

Ainsi au fur et & mesure que M — oo la fraction du terme droit de I'inégalité (6.21)
devient de plus en plus petit par rapport au terme de gauche, donc le nouveau sommet
sera plus facilement accepté dans C. C’est une conséquence de la limite de résolution de
ce critere, donc, il ne possede pas la propriété d’invariance d’échelle.

Démonstration. Nous pouvons démontrer l'inégalité (6.21) a partir du calcul de la contri-
bution & la valeur du critére suite & la fusion de deux classes (voir tableau 6.3). Ici C;
est le sommet u de degré d,. Pour que le critere soit en faveur de la fusion il faut que la
contribution soit positive :

Cldudg,

0
oM

Cng =1-

, ot dS, est le degré moyen des sommets dans C, ici | = ai, |C|dS, = Y ,ccaq et dy =
al™ + a2"t. En remplacons ces quantités dans le calcul de la contribution nous obtenons :

(ag! +a9'") icc @i
2M

out ZiGC a.

>0<:>am>a —_—
YOO 2M =) e a

_in
CNG = au' —
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6.2.6 Conclusion comparaison des criteres linéaires

Le tableau 6.4 présente un résumé des caractéristiques principales des partitionnements
obtenus via I'optimisation des six critéres étudiés : Zahn-Condorcet, Owsinski-Zadrozny,
Ecart & I"Uniformité, Newman-Girvan, Ecart a I'Indétermination et Modularité Equilibrée.
Le détail d’obtention de ces résultats sont montrés dans ’annexe B.

A partir du tableau 6.4 et des résultats obtenus précédemment nous déduisons les liens
suivants entre les criteres linéaires :

Pour a < 0,5 loptimisation du critere d’Owsinski-Zadrozny rendra moins de petites
cliques que le critere de Zahn-Condorcet. En effet, il est plus flexible que le critere de
Zahn-Condorcet. Si § << 0,5 (comme pour la plupart des graphes réels) le nombre de
classes obtenu via 'optimisation du critere de Zahn-Condorcet sera toujours supérieur a
celui obtenu via 'optimisation du critere d’Ecart & 'Uniformité.

Les partitions obtenues via 'optimisation du critére de Newman-Girvan présentent
plus d’hétérogénéité quant a la distribution des degrés intra-classe que celles obtenues via
I’'optimisation du critére d’Ecart & 'Indétermination. En effet, I'Ecart & I'Indétermination
a toujours tendance a favoriser les grandes classes ayant un degré moyen élevé et les petites
classes ayant un degré moyen faible.

La Modularité Equilibrée se comporte comme un critére régulateur entre les criteres de
Newman-Girvan et celui d’Ecart & I'Indétermination. D’ une part, la Modularité Equﬂibrée
modifie le critere de Newman-Girvan de fagon a homogénéiser la distribution des degrés
intra-classe. D’autre part, la Modularité Equilibrée modifie le critere d’Ecart & I'Indétermination
de sorte a hétérogénéiser la distribution des degrés intra-classe. Cependant les partitions
trouvées dépendent fortement de la distribution des arétes et des degrés, donc, en pratique
nous ne trouverons pas forcément plus ou moins d’hétérogénéité dans la distribution des
degrés intra-classe des classes trouvées avec les criteres mentionnés. De plus, la partition
cherchée X dépend de la contrainte de transitivité que toute relation d’équivalence doit
vérifier.

Il est aussi important de mentionner que pour des grands graphes, lorsque N — oo et
M — oo les termes régulateurs de la Modularité Equilibrée deviennent négligeables. Cela
explique le fait que le nombre optimal de classes obtenu via l'optimisation des 3 criteres :
Newman-Girvan, Ecart & UIndétermination et Modularité Equilibrée soit proche (comme
pour les exemples du tableau 6.1).

On trouvera a l’annexe B une analyse de comparaison des critéres non linéaires.
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Critere Caractéristiques de la partition optimale
Zahn-Condorcet

o Chaque sommet est connecté au moins & la moitié des som-
mets dans sa classe. Donc, la densité d’arétes intra-classe
est supérieure a 0,5 pour toutes les classes.

o Ce critére ne possede pas de limite de résolution. Ce qui lui
confere la propriété d’invariance d’échelle.

o Inconvénient : parfois la solution optimale contient des pe-
tites classes, cliques a 2 ou 3 sommets ou sommets isolés.

Owsinski-Zadrozn,
Y o Généralisation du critere de Zahn-Condorcet ou « définit

la densité minimale d’arétes intra-classe.

o Chaque sommet est connecté au moins & a% de sommets
dans sa classe.

o Il ne possede pas de limite de résolution donc il possede la
propriété d’invariance d’échelle.

o Inconvénient : le choix de la valeur o qui dépend de I'utili-
sateur et revient indirectement a fixer le nombre de classes.

Ecart a 'Uniformité
o C’est un cas particulier du critere d’Owsinski-Zadrozny
avec a = 6 = 2 (la densité d’arétes du graphe).

o Les classes obtenues possedent une densité d’arétes intra-
classe supérieure ou égale a la densité d’arétes globale 4.
o Ce critere possede une limite de résolution.

Newman-Girvan
o Le critere dépend de la distribution des degrés.

o Ce critere possede une limite de résolution.
o La partition optimale ne possede pas de classes a un seul
sommet de degré 1.

oy

Ecart

ITndétermination o Il dépend de la distribution des degrés.

o Il possede une limite de résolution.

o Les données doivent vérifier une condition de positivité 6.
Le non-respect de celle-ci peut entrainer que la solution
optimale contienne des classes a composantes non connexes.

Modularité Equilibrée
d o Le critere dépend de la distribution des degrés.

o Ce critere possede une limite de résolution.

TABLE 6.4 — Partitions obtenues via I’optimisation des critéres linéaires.



Chapitre 7

Applications

7.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons voir ’application pratique des résultats présentés dans
les chapitres précédents. Pour cela, nous allons nous utiliser de graphes réels de taille
différente (comme données d’entrée) ainsi que de I’algorithme de Louvain générique pour
approcher la solution optimale de chaque critere. Plus précisément, nous allons chercher la
solution optimale de huit critéres : Zhan-Condorcet, Owsinski-Zadrozny, Ecart & I'Unifor-
mité, Newman-Girvan, écart a 'Indétermination, la Modularité Equilibrée, la Différence
de Profils et Michalski-Goldberg.

Dans un premier temps nous allons parler de I'importance de 1'utilisation des heuris-
tiques! ad-hoc pour résoudre le probleme (5.1) sous les contraintes (5.2). Ensuite, nous
allons décrire quelques algorithmes connus de clustering de graphes et nous allons présenter
I'algorithme de Louvain générique (voir Blondel et al. [2008] et Campigotto et al. [2013]).
Finalement, nous allons présenter et comparer les partitions obtenues via ’optimisation
des huit criteres de modularisation cités précédemment.

7.2 Le nombre de partitions d’un ensemble fini : le nombre
de Bell

Le nombre de Bell (du mathématicien Eric Temple Bell), noté By, est le nombre
de facons de découper un ensemble V a N objets en partitions distinctes. Il s’agit du
nombre de Relations d’équivalence ou Partitions constructibles a partir d’'un ensemble a
N éléments.

Le nombre de Bell, By, peut étre calculé & partir du nombre de Stirling de deuxieme
espece. Ce dernier n’est autre que le nombre de partitions de N éléments en k classes et
il est calculé par ’expression suivante :

vy = ;i(—l)“—j <'?)jN. (7.1)

=1 J

1. Une heuristique est une méthode de calcul qui fournit en temps polynomial ou raisonnable une
solution réalisable, pas nécessairement optimale, pour un probléme d’optimisation NP-difficile.
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Une approximation des nombres de Stirling lorsque N — oo est donnée par S ) = 5
(cette formule est assez peu précise pour des petites valeurs de N sauf en début de séquence,
c’est-a-dire pour « relativement faible comparativement & N). Bien évidemment, le nombre
de Bell sera calculé a partir des nombres de Stirling de deuxieéme espece selon I’expression :

N
By =) Swi, N=>1 (7.2)
=1

Le nombre de Bell peut étre calculé avec la formule de récurrence suivante :

D’autre part, les nombres Sy ,) satisfont I’équation de récurrence suivante :

SNk = S(N-1,k-1) + KS(N-1,6)- (7.4)

Voici quelques valeurs intéressantes des nombres de Bell : By = 1, By = 2, By =
5, By =15, Bs = 52, Bg = 203, B; = 877, By = 4 140, ..., Br116 & 4,08 - 10™.

Etant donné un critere de modularisation on pourrait penser que la recherche de la par-
tition optimale est un choix facile : il suffirait de considérer toutes les partitions possibles
et de choisir celle qui optimise le critere. Cependant, cette tache est insurmontable car le
nombre de partitions devient vite astronomique. Par exemple, pour N = 10000 sommets
(ce qui n’est pas vraiment une grosse taille, des lors que I'on s’intéresse a des applications
pratiques du Business Intelligence, ou du ” Customer Relationship Management (CRM)”),
le nombre de Bell nous donne quand méme le résultat suivant :

1,987 - 106 %1% < Bigooo < 2,80 - 1029 344

Un ordinateur pouvant traiter un million de partitions par seconde mettrait plus de
1025014 années pour trouver la solution optimale.

Il devient, alors nécessaire d’approcher la solution optimale au moyen d’heuristiques
qui donnent une approximation de bonne qualité en des temps de calcul raisonnables.

Rappelons a ce propos que la solution au probleme d’optimisation linéaire a variables
booléennes (2.6) caractérisé par des inégalités linéaires (5.2) :
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M /N N
Fo(X) =Y <Z > (i + ny%‘i/)) :
k

=1 \i=14=1
sous les contraintes linéaires sur X caractérisant une Relation d’équivalence, a
savoir

x; € {0, 1} Binarité
Ty =1 Vi Réflexivité

Xy —xi; =0 V(i,i)  Symétrie

Lii! + it — Ty S 1 V(Z, i/7 i//) TransitiVité

a été trouvée pour la premiere fois par Marcotorchino and Michaud [1981] dans le
cadre de la résolution du ”Probleme des Partitions Centrales” (voir chapitre 2). Le prin-
cipe de résolution consiste a relacher, dans un premier temps, la contrainte de binarité
pour la mettre sous la forme 0 < x;7 < 1, des méthodes de coupe pouvant étre utilisées
ultérieurement pour obtenir des solutions bivalentes. Ensuite, la résolution se fait a partir
du probléme dual (voir Marcotorchino and Michaud [1981] et Brenac [2002]). Cependant,
ce probleme sous contraintes linéaires est NP-complet. Par conséquent, il s’avere qu’au-
dela de quelques petites centaines d’objets, sa résolution exacte devient impraticable et
seules des heuristiques ”ad-hoc” permettent d’en donner une approximation de bonne
qualité en temps raisonnable.

7.3 Algorithmes existants

Il existe plusieurs types d’algorithmes de clustering de graphes.

1. Les algorithmes de division cherchent & détecter les liens inter-communautaires
pour les retirer du réseau au fur et & mesure. Un exemple tres connu de ce type d’al-
gorithmes est P'algorithme de Girvan-Newman (voir Girvan and Newman [2002]).
Cet algorithme cherche & enlever itérativement les arétes possédant une mesure de
centralité d’intermédiarité (betweenness) élevée. Bien que les résultats a la sortie de
cet algorithme soient de bonne qualité, il est lent et peu pratique pour des réseaux
de plusieurs milliers de sommets. D’autres algorithmes de division sont décrits dans
Newman and Girvan [2004] et Radicchi et al. [2004]. C’est le cas par exemple des
algorithmes de type Minimum-cut (comme les Ratio-cut et Normalized-cut men-
tionnés au chapitre 5). On peut dire que ces algorithmes utilisent le principe de la
classification descendante hiérarchique puisque, au début, tous les objets sont dans
une seule communauté, puis ils sont séparés en classes de plus en plus petites.

2. Les algorithmes d’agglomération fusionnent récursivement les sommets en fonc-
tion d’une mesure de similarité entre chaque paire de sommets (voir par exemple
l’algorithme de Pons and Latapy [2006]). Les méthodes de classification ascendante
hiérarchique ("hierarchical clustering”) appartiennent a cette catégorie. Il existe plu-
sieurs regles pour effectuer le regroupement, les deux plus simples étant single-linkage
clustering (regroupement simple), dans laquelle deux groupes sont considérés comme
des communautés distinctes si et seulement si toutes les paires de sommets dans
différents groupes ont une similarité inférieure & un seuil donné, et complete linkage
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clustering (regroupement complet), dans laquelle toutes les paires de sommets au
sein de chaque groupe ont une similarité supérieure au seuil.

3. Les algorithmes cherchant a4 optimiser une fonction qualité prédéfinie. Dans
la plupart des cas, cette fonction qualité est la modularité de Newman-Girvan. 1l a
été prouvé que maximiser la modularité de Newman-Girvan est un probleme NP-
complet 2. Par conséquent, tout algorithme efficace, est uniquement heuristique et
rend des partitions sous optimales dans la plupart de cas. Il existe néanmoins plu-
sieurs algorithmes capables de trouver de bonnes approximations de ce critére en
temps raisonnable.

o Les algorithmes gloutons (greedy algorithms). Le premier algorithme congu
pour maximiser la modularité de Newman-Girvan est un algorithme glouton pro-
posé par Newman [2004b]. Il peut étre qualifié aussi comme étant un algorithme
d’agglomération ou une méthode de classification ascendante hiérarchique. L’al-
gorithme commence avec autant de classes que de sommets et zéro arétes. Les
sommets sont successivement regroupés pour former des communautés si cela aug-
mente la modularité. Les arétes sont ajoutées une par une au cours de la procédure.
Des améliorations a cet algorithme ont été proposées dans Clauset et al. [2004]
avec l'utilisation d’arbres binaires. Malheureusement, cette méthode a tendance
a former rapidement de grandes communautés au détriment des petites, méme
pour des graphes qui ne posseédent pas une structure communautaire significative,
ce qui donne souvent des valeurs plus basses de la modularité. Cet inconvénient
ralentit considérablement I'algorithme et le rend inapplicable pour des réseaux de
plus d’un million de sommets. Dans Wakita and Tsurumi [2007], les auteurs ont
proposé quelques modifications pour surmonter ce probleme. Ils permettent ainsi
a l'algorithme de Clauset et al. [2004] de traiter des réseaux de quelques millions
de sommets. Le tres célebre algorithme de Louvain rentre dans la catégorie des
algorithmes gloutons. Nous le décrirons en détail dans la section suivante puisqu’il
s’agit de 'algorithme que nous allons utiliser pour tester les criteres listés aux
chapitres précédents.

o Recuit simulé (Simulated annealing) : Il s’agit d’'une méthode probabiliste
inspirée d’un processus utilisé en métallurgie et utilisée dans différents domaines
pour l'optimisation globale d’une fonction. Cette méthode, proposée par Kirkpa-
trick et al. [1983], a été adaptée a l'optimisation de la modularité par [Guimera
et al., 2004], et son implémentation a été réalisée par Guimera and Amaral [2005].
Cette méthode retourne des solutions tres proches de la solution optimale. Cepen-
dant, elle est lente. D’autre part, sa complexité réelle ne peut étre estimée, car
elle dépend fortement des parametres initiaux choisis pour 'optimisation et non
uniquement de la taille du graphe.

o On trouvera dans Fortunato [2010], d’autres méthodes et algorithmes d’optimi-
sation de la modularité de Newman-Girvan, comme la méthode d’Optimisation

2. Ce résultat, di a la résolution du probléme de Programmation Linéaire en variables bivalentes
sujet aux contraintes linéaires d’une partition, a été démontré par Grotschel and Wakabayashi [1989] et
Wakabayashi [1998] dans le cas des ordres (” Acyclic Subgraph Problem”), mais c’est pratiquement la méme
difficulté dans le cas du ” Clustering non Supervisé”. Plus tard, Brandes et al. [2006] ont démontré le méme
résultat dans le cas ou la fonction qualité a optimiser est la modularité de Newman-Girvan.



7.4. L’ALGORITHME DE LOUVAIN 127

extréme (Extremal optimization) de Boettcher and Percus [2001] adaptée a 1'op-
timisation de la modularité par Duch and Arenas [2005]. Le lecteur intéressé peut
voir aussi Aynaud et al. [2010].

4. Les algorithmes dynamiques : Il s’agit des méthodes qui se basent sur des pro-
cessus qui parcourent le graphe, les modeles spin (voir Wu [1982] et Reichardt and
Bornholdt [2004]), la méthode de Marche aléatoire® (Random walk) de Hughes
[1995] peut également étre utilisée pour la détection de communautés. Le principe
est le suivant : ”Si un graphe possede une structure communautaire bien définie,
un marcheur aléatoire consacre beaucoup de temps a 'intérieur d’une communauté,
en raison de la forte densité d’arétes intra-classe et du nombre conséquent de che-
mins qu’il pourrait prendre”. La plupart des algorithmes se reposant sur les marches
aléatoires se basent sur une distance entre les paires de sommets du graphe. Pour
Zhou [2003], la distance d;; entre les sommets i et j est le nombre moyen d’arétes
qu’un marcheur aléatoire doit traverser pour atteindre j a partir de ¢. Ensuite, les
sommets les plus proches sont susceptibles d’appartenir a la méme communauté.
Une autre distance est celle définie par Pons and Latapy [2006]. Cette distance est
calculée a partir de la probabilité que le marcheur se déplace au hasard d’un som-
met & un autre en un nombre fixe d’étapes. Les sommets sont ensuite regroupés
dans des communautés a travers d’une méthode ascendante hiérarchique basée sur
la méthode de Ward (Ward [1963]). Pour finir, la modularité de Newman-Girvan
permet de sélectionner la meilleure partition du dendrogramme obtenu. Des appli-
cations pratiques ont montré qu’avec la méthode de random walk on peut trouver
des partitions significatives et de plus, la méthode peut étre appliquée a de grands
graphes.

7.4 L’algorithme de Louvain

L’algorithme de Louvain est une heuristique de détection de communautés qui cherche
4 maximiser la modularité de Newman-Girvan (voir Blondel et al. [2008]). A I'heure ac-
tuelle il est reconnu comme étant 'un des algorithmes les plus performants que ce soit
en terme de qualité, mais aussi en terme de temps de calcul. En effet, c’est I'un de seuls
algorithmes a ce jour capable de traiter efficacement de tres grands graphes. De plus, cet
algorithme fournit une structure communautaire hiérarchique du graphe. Le code de ’algo-
rithme est disponible sur le site internet http://sourceforge.net/projects/louvain/

L’algorithme est divisé en deux étapes qui sont répétées de maniere itérative :

1. La premiere étape commence par défaut avec la partition triviale (chaque sommet
est dans sa propre communauté). Ensuite, pour chaque sommet i on considére cha-
cun de ses voisins et pour chaque voisin j, on évalue la contribution a la valeur de la
modularité qui a lieu suite a la fusion de i et j. Si pour un des voisins la contribution
(ou gain) est positive le sommet i sera placé dans la méme classe du voisin pour
laquelle le gain est maximal. Bien évidemment si pour tous les voisins de ¢ le gain
est négatif, la fusion n’aura pas lieu. Ce procédé est appliqué a plusieurs reprises et

3. C’est la méthode utilisée par le moteur de recherche Google pour parcourir, identifier et classer les
pages du réseau internet.
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de facon séquentielle pour tous les sommets jusqu’a ce qu’aucune amélioration ne
puisse étre réalisée. C’est la fin de la premiere étape.

Insistons sur le fait qu'un sommet peut étre, et est souvent, considéré a plusieurs
reprises. Cette premiere phase s’arréte lorsque aucune fusion ne peut améliorer la
modularité (alors un maximum local de la modularité est atteint). Il faut également
noter que la sortie de l'algorithme dépend de I'ordre dans lequel les sommets sont
considérés. Cependant des résultats préliminaires sur plusieurs tests semblent indi-
quer que l'ordre des sommets n’a pas une influence significative sur la modularité
obtenue. Néanmoins, 'ordre peut influencer le temps de calcul.

Une bonne partie de l'efficacité de 1’algorithme provient du calcul rapide de la
contribution & la modularité suite au déplacement d’un sommet. Ce résultat est
une conséquence de la propriété de linéarité du critere de Newman-Girvan. Comme
nous 'avons vu au chapitre précédent, la contribution suite a une fusion pour un
criteére linéaire peut se calculer facilement a l’aide de la formule (6.13).

2. La deuxieme étape de ’algorithme consiste a construire un nouveau graphe dont
les sommets sont maintenant les communautés trouvées lors de la premiere étape,
donc le nouveau graphe contient des méta-sommets. Pour ce faire, les poids des liens
entre deux nouveaux sommets sont donnés par la somme des poids des arétes exis-
tant entre les sommets des deux communautés correspondantes. Les liens intra-classe
de I'étape précédente deviennent des boucles dans le nouveau graphe. Une fois cette
deuxieme étape terminée, il est alors possible de ré appliquer la premiere étape de
I'algorithme sur le réseau pondéré obtenu.

Si nous nommons "niveau” chaque combinaison de ces deux phases, par construction,
le nombre de méta-communautés diminue a chaque niveau, et par conséquent, la majeure
partie des calculs sont effectués dans le premier niveau. Les étapes sont réalisées (voir 7.1)
jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de changement et un maximum de modularité est atteint (voir
la figure 7.1 pour un exemple).

L’algorithme integre une notion de hiérarchie : des communautés de communautés sont
construites au cours de chaque niveau, ce qui peut se traduire par un dendrogramme. La
hauteur du dendrogramme construit est déterminée par le nombre de niveaux. Ainsi, ’al-
gorithme de Louvain peut étre qualifié comme étant une méthode ascendante hiérarchique.

L’algorithme de Louvain présente plusieurs avantages. Non seulement ses étapes sont
intuitives et faciles a mettre en ceuvre mais en plus il est tres rapide. Des simulations
effectuées sur des grands graphes montrent dans la pratique que sa complexité est linéaire.
Cela est dii au calcul rapide de la contribution et au fait que le nombre de commu-
nautés diminue considérablement apres quelques niveaux de sorte que la plupart du temps
d’exécution est concentré sur les premiers niveaux. Par ailleurs, la méthode fournit un
moyen de contourner la limite de résolution grace a sa nature intrinsequement multini-
veau. En effet, les solutions intermédiaires trouvées par l'algorithme peuvent également
étre significatives et la structure hiérarchique rendue par celui-ci permet de zoomer dans
le réseau et d’observer sa structure avec la résolution désirée.
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FIGURE 7.1 — Les deux étapes de 'algorithme de Louvain (I'image a été prise de Blondel
et al. [2008]).

7.4.1 L’algorithme de Louvain générique

L’algorithme de Louvain générique est une adaptation de l'algorithme de Louvain a
quelques-uns des criteres de modularisation décrits au chapitre 5. Cette adaptation a été
réalisée au sein de I’équipe ” Complex Networks” du LIP6 (Laboratoire d’Informatique de
Paris 6) par R. Campigotto et J.L. Guillaume (voir Campigotto et al. [2013]). Le principe
est le méme, les étapes de I'algorithme décrites précédemment restent les mémes. C’est le
calcul de la contribution et bien évidemment le calcul de la valeur de chaque critere qui
changent.

Louvain générique permet d’estimer la partition optimale de dix criteres :

Le critere de Newman-Girvan.

Le critere de Zahn-Condorcet.

Le critere d’Owsinski-Zadrozny.

Le critere de Condorcet pondéré en A.
L’Ecart & 'Indétermination.

L’Ecart & "'Uniformité.

La Modularité Equilibrée.

La Différence de Profils.

La densité de Michalski-Goldberg.

. Le critere de Shi-Malik.

© ®© N o ot WD =

—
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Ces criteres ne s’integrent pas tous a Louvain de la méme facon :

o Certains criteres comme la Différence de Profils et le critere de Condorcet pondéré
en A ont besoin d’une étape de pré traitement des données d’entrée. Bien que ces
deux criteres soient séparables, la fonction ¢ dépend de la matrice A pour ces deux
criteres.

o Certains criteres nécessitent des parametres d’entrée comme le critere d’Owsinski-
Zadrozny et le critere de Shi-Malik, pour lequel on doit fixer le nombre de classes
minimal. Si 'on ne fixe pas le nombre de classes a ’avance, le critere de Shi-Malik
rend la partition grossiére (voir chapitre 6).

o Compte tenu de la premiere étape de I'algorithme, la fusion de deux sommets a lieu
uniquement s’ils sont adjacents. L’algorithme évite ainsi l'inconvénient du critere
d’Ecart & I'Indétermination, qui peut rendre une partition avec des classes a com-
posantes non connexes (voir chapitre 6).

o L’algorithme de Louvain générique permet de traiter de graphes pondérés avec tous
les criteres, sauf la Différence de Profils et pour le critere de Condorcet pondéré en
A. Pour un graphe pondéré si le terme général de la matrice de poids W vaut wy;
le terme général de la relation inverse W vaut w;; = r(na))c Wiy — Wiy

x4

o Le calcul du gain G ou contribution se fait pour tous les critéres linéaires a partir

de l’expression (6.13). Par exemple, pour le critere d’Owsinski-Zadrozny on trouvera

dans le code de I’algorithme de Louvain générique ’expression suivante du calcul du
5

gain suite & la fusion du sommet * u & la communauté de son voisin® ¢ :

Goz(a) = dnc — aw,w.max (7.5)
Par exemple, pour la Modularité équilibrée, on a

degctotc (Nw,max — degc)(Nw.max — totc)
Gy = | 2dnc — ——— —
M ( neT Topp T Wuemax (N2max — 2M) ’
(7.6)

ol :

— dnc est le poids des arétes reliant u a c;
— wy est le nombre de sommets contenus dans le méta sommet u ;
— w, est le nombre de sommets contenus dans le méta sommet c;

— max = max w;y est le poids maximal de la matrice de poids ;s

(i,4")
degc est la somme des poids des arétes incidentes aux sommets se trouvant dans
le méta sommet ou communauté u ; soit la somme de degrés des sommets dans u

pour un graphe non pondéré.

4. Apres la premiere étape de lalgorithme, ce sommet peut étre un meta sommet (i.e. un groupe de
sommets).

5. Apres la premiere étape de 1’algorithme, ce voisin peut étre un meta sommet (i.e. un groupe de
sommets).
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— totc est la somme des poids des arétes incidentes aux sommets se trouvant dans le
méta sommet ou communauté c, ou la somme de degrés des sommets dans ¢ pour
un graphe non pondéré.

7.5 Exemples d’application

Dans cette section nous allons présenter les résultats obtenus suite a la modularisation
des graphes réels suivants :

o Le réseau social dit ”club de karaté de Zachary” de Zachary [1977]. Il s’agit d’'un
jeu de données fréquemment utilisé en analyse de réseaux sociaux. Le graphe de Za-
chary est un réseau réel composé de 34 membres d’un club de karaté d’une université
américaine.

o Le réseau nommé ” American College Football” de Girvan and Newman [2002]. Ce
réseau représente le calendrier des matchs de football américain pour la saison 2000.
Chaque sommet du graphe représente une équipe et les arétes représentent les matchs
entre les équipes. Ce réseau est intéressant car il intégre une structure communau-
taire connue.

o Le réseau de musiciens de ”jazz” de Gleiser and Danon [2003] (introduit au chapitre
précédent). Il s’agit d’un graphe de collaboration entre musiciens de jazz qui jouaient
entre 1912 et 1940. Chaque sommet correspond & un groupe ou orchestre de jazz.
Deux sommets sont connectés s’ils ont un musicien en commun. Les données ont été
obtenues a partir de la base de données The Red Hot Jazz Archive digital.

o Le réseau ”internet” : il s’agit d’un sous graphe d’internet de Hoerdt and Magoni
[2003] (introduit au chapitre précédent).

o Le réseau ” Amazon” recueilli sur le site internet Amazon.com. Il se base sur le prin-
cipe suivant : ”les clients ayant acheté un article X du site Amazon ont également
acheté un article Y” (voir Yang and Leskovec [2012]). Chaque sommet représente un
produit acheté sur le site Amazon. Si un produit ¢ est fréquemment co-acheté avec
un produit j, le graphe contient une aréte entre i et j. Les données ont été obtenues
sur le site http://snap.stanford.edu/data/com-Amazon.html. 5.

o Le réseau social ”Youtube” (site de partage de vidéos) ou chaque sommet est un uti-
lisateur. Certains utilisateurs créent des groupes que d’autres utilisateurs peuvent
rejoindre. Il existe un lien entres deux utilisateurs s’ils ont rejoint un méme groupe.
Les données sont fournies par Mislove et al. [2007].

6. Dans Yang and Leskovec [2012], les auteurs ont défini des communautés réelles en se basant sur la
catégorie du produit fourni par Amazon qu’ils ont appelées ”ground-truth communities” (vraies commu-
nautés de terrain). Le nombre de communautés réelles ou ground-truth est fourni sur ce site. Cependant,
la description de chaque communauté n’est pas fournie, car la catégorie de produit n’est pas renseignée.
D’autre part, ces communautés sont chevauchantes, i.e. elles permettent la multi-appartenance.


 http://snap.stanford.edu/data/com-Amazon.html

132

CHAPITRE 7. APPLICATIONS

Le tableau 7.1 et la figure 7.2 comparent le nombre de classes obtenus suite a I'appli-
cation de l'algorithme de Louvain pour chaque critere de modularisation.

Karaté | Fooball | Jazz | Internet | Amazon | Youtube
N 34 115 198 69 949 334 863 | 1 134 890
M 78 613 | 2 742 351 380 925 872 | 2 987 624
Critere K K K K K K
Zahn-Condorcet 19 16 36 40 123 161 439 878 849
Ecart & I’Uniformité 6 10 20 173 265 51 584
Newman-Girvan 4 10 4 46 250 5 567
Ecart a 4 10 6 39 246 13 985
I'Indétermination
Modularité Equilibrée 4 10 5 41 230 6 410
Différence de Profils 4 9 3 3373 23 118 66 276
Michalski-Goldberg 11 27 39 21 260 109 974 248 621

TABLE 7.1 — Nombre de classes trouvées par les différents criteres avec l'algorithme de
Louvain générique.

Le tableau 7.1 et la figure 7.2 montrent que pour tous les jeux de données les criteres
de Zahn-Condorcet et Michalski-Goldberg génerent plus de classes et cette différence s’ac-
centue au fur et a mesure que la taille du graphe augmente. Comme attendu, les criteres
qui possedent une limite de résolution : Newman-Girvan, I'Ecart & I’Uniformité, 'Ecart
a I'Indétermination et la Modularité Equilibrée génerent moins de classes lorsque N et
M augmentent car ils ont du mal a identifier les groupes densément connectés. Quant au
nombre de classes rendu par le critere d’BEcart & I'Uniformité celui-ci dépend de la densité
d’arétes du graphe §, qui est décroissant en N :

Youtube
4,64-10°

Amazon
1,65-10°

Internet
1,44-107%

Jazz
0,14

Fooball
0,09

Karaté
0,13

Densité ¢

TABLE 7.2 — Densité d’arétes des graphes étudiés.

Plus grand est § plus exigeant est ce critere quant au pourcentage minimal d’arétes
intra-classe. Pour un graphe réel avec densité d’arétes § < % nous aurons toujours kzg >>
KUNIF, i.e. le nombre de classes obtenu via ’optimisation du critere d’Ecart & I'Uniformité
sera toujours inférieur a celui obtenu avec le critére de Zahn-Condorcet.

L’annexe C présente une analyse plus détaillée pour les réseaux ”Karaté” et ”Football”.
Nous nous intéressons a ces petits réseaux car ils possedent une structure communautaire
prédéfinie qui permet d’interpréter les partitions trouvées par chaque critere. Nous utili-
sons le critere de Rand pour comparer deux partitions (voir Rand [1971], Marcotorchino
[1984b], Saporta [1988], Saporta and Youness [2002]). L’annexe C présente également pour
le réseau ”Jazz” une analyse des partitions trouvées avec les criteres de Newman-Girvan,
Ecart & I'Indétermination et Modularité Equilibrée.
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FIGURE 7.2 — Nombre de classes selon obtenus pour les critéres : Zahn-Condorcet (ZC),
Ecart a I’Uniformité (UNIF), Newman-Girvan (NG), Ecart a I'Indétermination (DI), Mo-
dularité Equilibrée (BM), Différence de Profils (DP) et Michalski-Goldberg (GOLD).

Le tableau 7.3 montre le nombre de communautés obtenu via I’optimisation des criteres
linéaires (Zahn-Condorcet, Ecart & I"Uniformité, Newman-Girvan, Ecart a I’Indétermination
et Modularité équilibrée) pour des graphes réels plus grands que ceux du tableau 7.1. Les
graphes utilisés sont Web nd.edu (voir Albert et al. [1999]), WebUk05 et WebBase01 (voir
Boldi et al. [2004] et Boldi and Vigna [2004]).
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Web nd.edu | WebUkO05 | WebBaseO1
N 325k 39M 118M
M 1M 783M 1B
Densité 2,77-107% | 1,20- 1076 1,46 - 10797
Critere K K K
Zahn-Condorcet 201 647 | 21 738 667 71 806 729
Ecart a I’Uniformité 711 69 347 2 777 580
Newman-Girvan 511 19 819 2 759 248
Ecart & I'Indétermination 324 78 213 2 770 647
Modularité Equilibrée 333 20 788 2 736 808

TABLE 7.3 — Nombre de classes trouvées par les différents critéres avec l'algorithme de
Louvain générique.

Le tableau 7.3 montre, encore une fois, que pour tous les jeux de données le critere de
Zahn-Condorcet génere plus de classes que les autres quatre criteres, lesquels possedent
une limite de résolution.



Chapitre 8

Conclusion générale et
perspectives

Dans cette these nous avons mené un travail de recherche concernant la problématique
de la recherche des communautés ou partitionnement des grands graphes et grands réseaux.
Nous avons mis ’accent sur 'importance de définir une fonction qualité a optimiser, que
nous avons appelé aussi critere de modularisation, qui puisse juger la qualité de telles
partitions. Nous avons rencontré dans la littérature différents criteres de modularisation
proposés pour faire face a des problématiques issues des différents domaines et différents
contextes. L’optimisation de chaque critere fournissant une partition différente du méme
graphe nous avons vu le besoin de réécrire ces fonctions qualités avec les mémes notations
de base dans le but de pouvoir comparer et comprendre ces différences. C’est I’écriture rela-
tionnelle qui nous a permis d’accomplir cette tache, d’autant plus qu’un graphe représente
une relation binaire particuliere. Dans ce cadre les travaux effectués et résultats obtenus
sont listés ci-apres :

o Dans le but de classifier les criteres selon les propriétés qu’ils vérifient nous avons
énoncé trois propriétés importantes que doit vérifier un bon critére : linéarité, séparabilité
et équilibre. Nous avons défini et étendu la définition de la propriété d’équilibre pour
les criteres linéaires. Nous avons étudié les conséquences de la vérification ou non
vérification de cette propriété. Ainsi nous avons défini différents niveaux d’équilibre
linéaire :

1. La propriété d’équilibre général : dont la violation a pour conséquence que la
partition optimisant la valeur du criteére soit soit la partition triviale (tous les
objets sont isolés), soit la partition grossiere (tous les objets sont dans la méme
classe) ; obligeant ainsi a 'utilisateur a fixer le nombre de classes a P’avance.

2. La propriété d’équilibre général local : la formulation du critere se base sur une
condition locale (pour chaque paire de sommets).

3. La propriété d’équilibre général global : la formulation du critere se base sur
une condition globale (pour I’ensemble du graphe).

Tout critere équilibré localement est aussi équilibré globalement. Un sous-ensemble
des criteres vérifiant la propriété d’équilibre général global est ’ensemble de criteres
qui reposent sur la définition de modeéle nul. Tout modeéle nul possede une limite
de résolution, une caractéristique qu’ont certains criteres de modularisation qui
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fait que son optimisation ne permette pas la détection de communautés en dessous
d’une certaine échelle qui dépend de caractéristiques globales du réseau. La limite
de résolution a pour conséquence que le critére ne soit pas invariant d’échelle.

o Nous avons présenté 'écriture relationnelle des différents criteres de modularisa-
tion existant dans la littérature : Zahn-Condorcet, Owsinski-Zadrozny, Condorcet
pondéré, Newman-Girvan, Mancoridis-Gansner, la Différence de profils, Michalski-
Goldberg, etc. Cette écriture nous a permis d’étudier leurs propriétés. Nous avons
introduit ou adapté a la modularisation de graphes trois criteres : la Modularité
Equilibrée, I’Ecart & I'Indétermination et I'Ecart & 1"Uniformité.

o Grace a la dualité indépendance-indétermination en statistiques de contingences et
en faisant le lien avec la théorie de transport optimal nous avons donné une in-
terprétation intéressante aux graphes suivant la structure d’indétermination.

o L’étude de la dualité indépendance-indétermination nous a permis aussi de définir
une représentation des critéres de modularisation dans un environnement semi-
contingentiel, i.e. un environnement qui croise une relation binaire symétrique avec
une relation d’équivalence. La premiere représentée par I'espace des arétes du graphe
(supposé non pondéré, non orienté et non réflexif) présentes dans la matrice d’adja-
cence et la deuxieme représentée par la partition du graphe en classes d’équivalence
que nous cherchons & obtenir.

o Nous avons caractérisé les partitions trouvées via I’optimisation de six critéres linéaires :

Zahn-Condorcet, Owsinski-Zadrozny, Newman-Girvan, I’Ecart & 1’Uniformité, 'Ecart
a 'Indétermination et la Modularité Equilibrée. Nous avons basé notre étude sur
I'impact sur la valeur de chaque critere suite a la fusion de deux sous-graphes. Cela
nous a permis de comprendre les différences trouvées quant au nombre optimal de
classes fourni par chaque critere. Nous avons vu aussi que certains criteres se basent
sur la densité d’arétes intra-classe (criteres de Zahn-Condorcet, Owsiniski-Zadrozny
et I'Ecart & I"Uniformité) tandis que d’autres dépendent de la distribution de degrés
(Newman-Girvan, U'Ecart & I'Indétermination et la Modularité Equilibrée).

o Grace a l'algorithme de Louvain générique nous avons modularisé des graphes de
tailles différentes avec les différents criteres étudiés. La comparaison des partitions
trouvées nous a permis de valider les résultats trouvés de facon théorique.

Nous terminons en présentant une liste de possibles travaux futurs qui donneront suite
aux travaux menés :

o Bien évidemment la liste de critéres présentés dans cette these n’est pas exhaustive et
d’autres criteres peuvent étre étudiés comme par exemple, les criteres se basant sur
d’autres propriétés du graphe comme la distance entre deux sommets ou le coefficient
de classification. Nous pouvons citer par exemple la ”Cut Point Additive Distance”
(CPAD) introduite par Chebotarev [2013]. Nous pouvons citer aussi les critéres pro-
posés ou adaptés a la recherche de communautés dans les graphes de Ah-Pine [2013].

o L’étude de I'espace semi-contingentiel que nous avons introduit peut étre étendue,
généralisée et développée afin d’obtenir une liste compléte de formules de transfert
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entre la notation relationnelle et la notation semi-contingentielle. De méme, ’envi-
ronnement semi-contingentiel peut étre généralisé au croisement de deux relations
de nature différente.

A partir de I’étude de la théorie spectrale comme outil de modularisation que nous
avons menée, il est possible de déduire un algorithme de classification. Cet algo-
rithme se baserait sur la recherche de vecteurs du tableau disjonctif complet de
la partition cherchée qui s’approche au mieux des vecteurs propres associés aux
plus grandes valeurs propres de la matrice de données. De plus, ce principe peut se
généraliser pour tous les criteres linéaires dont la matrice de données est symétrique.

Une étude statistique peut étre réalisée sur la distribution des degrés qui, selon la
littérature, correspond a une loi de puissance pour les graphes réels. Nous pouvons
exploiter ces résultats pour inférer sur la partition optimale des criteres dépendant
de la distribution des degrés.

L’algorithme de Louvain générique a pour principal atout son efficacité dans le trai-
tement des grands graphes. Cet algorithme pourrait aussi s’étendre au calcul des
indicateurs qui mesurent la qualité de partitions trouvées.

Les jeux de données de grands graphes réels disponibles sur internet, comme face-
book ou twitter, contiennent des communautés connues chevauchantes. Une étude
peut étre faite sur ces données pour définir les partitions souhaitées ou réelles a par-
tir de ces communautés chevauchantes qui serviront a juger le bon comportement
de chaque critere.
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Annexe A

Les formules de transfert

Formules de transfert des espaces Contingentiels aux espaces
Relationnels

Etant données deux variables catégorielles X et Y a p et ¢ modalités respectivement
décrivant N individus; les formules de passage des espaces Contingentiels aux espaces
Relationnels sont données dans le tableau suivant :

Ecriture contingentielle <+ Ecriture relationnelle

P q N N
Ny = LijlYij
u=1v=1 =1 j=1
p N N
2 _
D =22 T
u=1 i=1 j=1
q N N
Ny, = yZJ

u=1v=1 i=1 j=1
p 2 N N
2 : § : Ny § E xij
Ty TV xT i
u=lo=1 "V i=1 j=1 Y

N

ou :

0 Ny est le terme général du tableau de contingence croisant X et Y dont n, =
S et ny = > ny, sont les distributions marginales.
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o x;; et y;; sont les termes généraux des tableaux relationnels de comparaison par
. . . N N
paires des variables X et Y respectivement dont z; = > ;7 wij et y; = > .1, vij
sont les distributions marginales.
Lij _ Lij 0. — Yii _ Yij
Zi. T et Jij = -

o Ou z;; = .
v T Yi. Y.j



Annexe B

L’Impact de la fusion de deux
classes

B.1 L’Impact de la fusion de deux classes pour les criteres
linéaires

Nous présentons ici le détail des résultats présentés au tableau 6.4. Les résultats ont
été obtenus a partir du tableau 6.3.

B.1.1 L’Impact de la fusion de deux classes sur le critere de Zahn-
Condorcet

Le tableau 6.3 montre que pour fusionner les deux classes C; et Co, i.e. Czc > 0, le

nombre total d’arétes inter-classes doit étre au moins égal a la moitié du nombre maximal
nin2

possible d’arétes qui pourrait exister, soit [ > . Ce résultat, nullement surprenant,

provient de la formulation d’origine de ce critere : ” La régle de la majorité absolue de
Condorcet” en théorie des votes (voir théoréme 5.1). Cela signifie que la fusion des deux
classes contribuera a ’optimisation du critere si et seulement si chaque sommet de C;
est connecté au moins a la moitié des sommets de Cy et vice-versa. Ce résultat a les
conséquences suivantes :

o La densité d’arétes intra-classe est supérieure a 0.5 pour toutes les classes identifiées
par ce critere.

o les communautés obtenues via I’optimisation du critere de Zahn-Condorcet possedent
un diametre de 2, car chaque sommet étant connecté a plus de la moitié des sommets
dans la communauté, les sommets de toute paire de sommets ont au moins un voisin
commun.

o Ce critere ne possede pas de limite de résolution (comme c’est le cas des criteéres se
basant sur un modele nul, voir Fortunato and Barthelemy [2006]), car la contribu-
tion dépend seulement des caractéristiques locales des classes a fusionner : [,n; et
ng. Les caractéristiques globales du graphe, comme la taille du graphe ou le nombre
total d’arétes, n’interviennent pas dans le calcul de la contribution. Ce qui confere
a ce critere la propriété d’invariance d’échelle. Ces résultats sont cohérents avec ce
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que nous avons énoncés au chapitre 5 : ce critere possede la propriété d’équilibre
général local. Donc, selon la définition de cette propriété (voir chapitre 4, un critere
ne peut pas étre équilibré localement et étre un modele nul au méme temps et c’est
précisément les criteres se basant sur un modeéle nul qui possedent une limite de
résolution.

o Un inconvénient de ce critére, que nous constatons avec des exemples pratiques au
chapitre 7, est le fait que la solution optimale contienne beaucoup de petites classes,
soient des cliques a 2 ou 3 sommets soient des classes & un seul sommet isolé. Autre-
ment dit, des sous-graphes ayant un coefficient de clustering supérieur a 50%, voire
égal & I'unité. Ceci est dl au respect de la regle de majorité absolue que ce critere
impose au nombre de connexions minimal que chaque sommet doit avoir vis-a-vis
de ses voisins dans sa communauté.

B.1.2 L’Impact de la fusion de deux classes sur le critere d’Owsinski-
Zadrozny

Le tableau 6.3 montre que pour fusionner les classes C; et Co, i.e. Coz > 0, le nombre to-
tal d’arétes inter-classes doit étre au moins égal a o pourcent du nombre maximal possible
d’arétes qui pourrait exister, soit [ > anjng (voir théoreme 5.2). Donc, pour que la contri-
bution soit positive, chaque sommet de C; doit étre connecté au moins a « pourcent des
sommets de Cy et vice-versa. Pour a = 0.5 nous retrouvons le critere de Zahn-Condorcet.
En effet, le coefficient o définit le balance entre les fonctions ¢ et ¢. Ce résultat a les
conséquences suivantes :

o La densité d’arétes de intra-classe est supérieure ou égale a a pour toutes les classes
identifiées par ce critere.

o Ce critere ne possede pas de limite de résolution (comme le critére de Zahn-Condorcet),
car la contribution dépend seulement des caractéristiques locales des classes a fu-
sionner et de a qui est défini par I'utilisateur. Ce qui confere a ce critere la propriété
d’invariance d’échelle.

o Pour a < 0.5 l'optimisation de ce critere rendra moins de petites cliques que le
critere de Zahn-Condorcet.

o Un inconvénient de ce critere c’est le choix de la valeur o qui revient indirectement
a fixer le nombre de classes.

B.1.3 Impact de la fusion de deux classes sur le critere d’Ecart & ’Uni-
formité

Selon le tableau 6.3 le critere d’Ecart & 1’Uniformité requiert que la fraction d’arétes
existant entre C; et Co soit au moins égale a la densité d’arétes globale du graphe. On vérifie
que le critere d’Ecart a 1’Uniformité est un cas particulier du critére d’Owsinski-Zadrozny

avec =9 = % Ce résultat implique les résultats suivants :
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o Ce critere possede une limite de résolution car la décision de fusionner les deux
classes dépend de la densité globale du graphe qui dépend a son tour de la taille
du graphe N et le nombre total d’arétes M. En effet, il s’agit d’'un modele nul (voir
chapitre 4).

o Les classes obtenues via 'optimisation du critere d’Ecart a I’Uniformité possedent
une densité d’arétes intra-classe supérieure ou au moins égale a la densité d’arétes
du graphe ¢.

B.1.4 Impact de la fusion de deux classes sur le critéere de Newman-
Girvan

Le tableau 6.3 montre que la contribution au critere de Newman-Girvan dépend de la

1 32
av“av

2M
total d’arétes M.

quantité | nine >, qui est fonction du degré moyen des deux classes, et du nombre

Le fait que la contribution dépende du nombre total d’arétes M confirme un des in-
convénients majeurs de ce critere : sa limite de résolution (un résultat tres connu et
énoncé pour la premiére fois par Fortunato and Barthelemy [2006]). C’est une conséquence
du fait que la définition du critére répose sur la définition de modeéle nul (voir chapitre
4).

En effet, supposons que la contribution est négative et que nous rajoutons quelques som-
mets au graphe, et par conséquet quelques arétes pour que le graphe reste connexe (donc

N et M augmentent). Supposons aussi que les nouveaux sommets ne sont pas connectés
1 2

ni aux sommets de C; ni aux sommets de Co. La quantité nlngﬁ devient plus petite,

L et d2, nont pas changé alors que M a augmenté. Donc, la contribution
augmente, puisque [ ne change pas, et a partir d’'une certaine valeur de M elle devient
positive et par conséquent la fusion des deux classes favorise 'optimisation du critere,
alors que les caractéristiques des deux classes C; et Co n’ont pas changé. Donc, plus M
augmente, plus facile devient la fusion des deux classes.

car ni, ng, d:

Du calcul de la contribution nous pouvons déduire aussi que la partition obtenue suite
a loptimisation du critere de Newman-Girvan ne possede pas de classes a un seul sommet
de degré 1. En effet, supposons que C; est une classe d” un seul sommet de degré 1 connecté
par sa seule aréte & Co, nous avons n = 1, d., = 1, 1 = 1 et par conséquent la contribution

est toujours positive : Cyg = (1 — N9 “”) = <1 - 7’:> > 0 car a;. > 2M.
2M 2M pt

Ce résultat a déja été retrouvé et démontré dans Brandes et al. [2008] ou les auteurs
ont montré qu’étant donné un graphe connexe G = (V, F) un partitionnement de celui-ci
avec modularité maximale ne peut pas contenir une classe d’'un seul sommet de degré 1 :
7A clustering with maximum modularity has no cluster that consists of a single node with
degree 17
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B.1.5 Impact de la fusion de deux classes sur le critere d’Ecart a I'In-
determination

Ce critere possede des caractéristiques similaires au critere de Newman-Girvan. La
contribution & la valeur de ce critére (voir tableau 6.3) dépend du degré moyen des classes
C; et Co, et par conséquent de la distribution des degrés.

Zav _2r
N N N2

soit positive!. Le non-respect de cette condition pourrait entrainer que la solution opti-
male contienne des classes & composantes non connexes?. En effet, supposons que cette
condition ne soit pas tout le temps vérifiée, donc il existe deux classes C; et Co telles

i o . d, d?, 2M
La condition de positivité (5.19) implique que la quantité nins

di, &%, 2 - . )
que <‘“’ + 2 < 0, supposons aussi qu’il n’existe aucune aréte entre C; et Cs et

N "N N2
d! d? oM
%—i_ﬁ_ﬁ > 0 et par

conséquent, la fusion augmente la valeur du critere alors que les sous-graphes C; et Co ne
sont pas connexes et on risque d’obtenir des classes comme celle montrée dans la figure 6.8.

donc [ = 0, dans ce cas-la la contribution vaut : Cp; = —

Ce critere possede une limite de résolution comme la plupart des criteres se basant
sur un modele nul (voir chapitre 4). On peut constater cela si ’on regarde ’expression
de la contribution. Celle-ci dépend de propriétés globales du réseau, a savoir le nombre

total de sommets N et le nombre total d’arétes M. En effet, si N augmente vu que la
L (dh, dE, 2M
quantité | — +

N N N2
augmentera et a partir des certaines valeurs de N et M 'optimisation du critere aura du
mal a identifier méme les classes clairement bien définies, comme les cliques connectées
par une seule aréte.

) > (0 est décroissante en IV, méme si [ est petit la contribution

B.1.6 Impact de la fusion de deux classes sur la Modularité Equilibrée

Le calcul de la contribution & la Modularité Equilibrée suite a la fusion d Cy et Cy est
calculée a partir de 'expression de ce critere donnée dans le tableau 6.2 et de I’équation
(6.13) et en tenant compte que a;; = (1 — a) :

(mN — 3 e, @i)(neN — 3 5ge, a) B Dlice, i Diec, O
Y

Coun = 21 B
BM = 20+ NZ — oM e M

ce qui peut encore s’écrire :

(N —dL ) (N —d?,) dl d2,
= (2 — — —= . B.1
Csum < [+ ning N2 o0 n1Ng — N1N2 i (B.1)

A partir de cette expression nous pouvons déduire les résultats suivants :

da + da _ M s’obtient en appliquant la condition de positivité (5.19)
~ N3 ppliq p :

a toutes les paires de sommets composées d’un sommet dans C; et d’un autre dans Cs2 et en faisant ensuite
la somme sur les n1 et no sommets.

2. Cette condition n’est pas vérifiée tout les temps. Cependant 1’algorithme de Louvain empéche d’ob-
tenir des composantes non connexes (voir chapitre 7).

1. La positivité de nins (
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o La contribution dépend de la distribution des degrés car son calcul fait intervenir
les degrés moyens des deux classes C; et Co.

o Ce critere possede une limite de résolution car la contribution dépend des propriétés
globales : M et N. Rien de surprenant étant donné qu’il s’agit d’'un modele nul.

B.2 Comparaison des critéres non linéaires

Nous allons étudier, dans un premier temps, les comportements des criteres dont la
formulation générale est la suivante :

N N N N B
:ZZ Giir ) (w400 +ZZ i (T ) + K, (B.2)

ol 1 et 1) sont des fonctions non linéaires de X.

Nous allons mener aussi une analyse de colt de fusion de deux classes, comme pour
les criteres linéaires. Cela nous aidera a comprendre le nombre de classes attendu via I'op-
timisation de chaque critere. Cependant, comme les critéres ne sont pas linéaires nous ne
pouvons plus utiliser la formule (6.13) pour calculer la contribution a la valeur de chaque
critere. Nous allons, donc déduire ’expression de la contribution critere par critere.

Nous finirons notre étude avec ’analyse du critere de la Différence de Profils.

Dans toute cette section nous supposons que les graphes que nous voulons modulariser
sont non orientés et non pondérés.

B.2.1 Le critere de Michalski-Goldberg

Si dans l'expression (B.2) nous avons ¢ = i, Vi = Ty = ”;i?' et ¢ir =0 VY (i,7)
nous retrouvons le critére de Mischalski-Goldberg (voir expression (5.60)) :

N N
= Z Z it Tt
i=14=1
Ce critere est & maximiser et sa solution optimale n’est pas triviale si le graphe n’est
pas réflexif. Cependant, si le graphe est réflexif la solution optimale de ce critere est triviale
comme 1’énonce le lemme suivant :

Lemme B.1. La solution optimale obtenue via la maximisation du critére de Michalski-
Goldberg est la solution triviale si le graphe est réflexif.

Démonstration. Grace aux propriétés de la matrice X (matrice bi-stochastique) nous avons
N N N N

Z Z %7 = N. Ce qui implique que VX Fg(X) = Z Z a;y Ly < N. Cependant si le
i=14'=1 i=14'=1

graphe est réflexif, i.e. a; = 1Vi et X"V est la relation de la partition triviale le critere
atteint sa borne supérieure : Fg(X"V) = N

Donc, pour toute autre partition la valeur du critere sera inférieure ou égale a N. O
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Cependant, bien que le valeur du critere atteigne sa borne supérieure du critere pour la
partition triviale, cela n’implique pas que celle-ci soit la seule. En effet, selon la topologie
du graphe il peut y avoir une autre partition qui fasse que la valeur du critere éteigne la
valeur N lorsque le graphe est réflexif.

Désormais nous considérons que les graphes que nous traiterons sont non réflexifs.

Si le graphe n’est pas réflexif la solution optimale du critere de Michalski-Goldberg
n’est pas triviale, car la valeur du critere est nulle dans ce cas. Encore plus, si le graphe
n’est pas réflexif la valeur du critere est bornée entre 0 et N —k : 0 > Fg > (N — k).

De plus pour un graphe complet la valeur optimale de ce critére est la partition
grossiere. En effet si le graphe est complet le critere vaut 3 :

N N
Fa(X) =YYt -Y - =N~ (B.3)
i=1i'=1 v

i=1

L’expression (B.3) atteint son maximum lorsque k est minimal et égal a 1. Donc, pour
la partition grossiere.

L’impact de la fusion de deux classes sur la valeur du critere de Michalski-Goldberg
peut étre calculé en tenant compte de la contribution de chaque classe d’équivalence a la
valeur du critere, soit :

K l .
Fa=>» -+
=L
j=1
ou [; dénote le nombre d’arétes intra-classe de la classe j et n; le nombre de sommets
appartenant a la classe j.

Ainsi, avant la fusion le critere vaut (nous utilisons 'exposant B pour before en an-
glais) :
Lol 1
Fg _ 4 2 4 Z 737

n n n;
1 2 =3 J

apres la fusion le critere vaut (nous utilisons I'exposant A pour after en anglais) :

[+ +1 algyp
pA-_ThTR i
G ni + no +]z::3nj

La contribution vaut, alors :

I+li+1 Iy 1o ningly + ningly + ninal — na(ny + n2)ly — ni(ny + na)ls

ny+ne  nig ng (n1 4+ n2)ning
ninaly + ningls + ningl — nongly — n%ll — n%lg — ninsls . ninal — n%h — n%lg
(n1 + ng)ning (n1 + n2)ning

3. Cette expression est obtenue en se servant des propriétés de la matrice X qui est une matrice bi-
stochastique et de lexpression (2.17).
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Donc, pour que la fusion puisse avoir lieu, i.e. Cg > 0 la condition suivante doit étre
vérifiée :

L
Jh b

2 2"

(B.4)
nins nl n

Ce résultat montre que la densité d’arétes entre les classes C; et Co doit étre supérieure
a la somme des densités d’arétes de Cq et Co pour que la fusion contribue a la maximisation
du critere.

B.2.2 Le critere de Michalski-Goldberg pondéré

. . €T.. 7 . .
Si dans l'expression (B.2) nous prenons ¢y = @iy, Vi = -2~ ¢y = 0V(i,i") nous
RO

obtenons le critere de Mischalski-Goldberg pondéré en X (MGP) qui s’écrit

N N NN
2 ii! Tig!
Fygp(X) = E E Qi Tijr = E g —_—
i=1¢'=1 i=1 /=1
ol ;i est le terme général de la matrice de densité ou de taux d’occupation U (voir
définition 5.3).

Il s’agit d’une fonction a maximiser. Si le graphe est réflexif la solution optimale obtenue
via sa maximisation est la partition triviale (ou tous les sommets sont isolés) :

Lemme B.2. La solution optimale du critére de Michalski-Goldberg pondéré est la solution
triviale si le graphe est réflexif.

N N
Démonstration. Selon 1’équation (2.18) Z Z #;7 = . Ce qui implique que V X Fucp(X) =
i=11i'=1

N N
Z Z aii’%ii’ < k < N. Si le graphe est réflexif a;; = 1Vi cette borne est atteinte pour la
i=14=1
partition triviale : Fyjgp(X'™Y) = N. O

Si le graphe n’est pas réflexif la valeur du critere est nul pour la partition triviale :
Fucep(X™Y) = 0, soit la borne inférieure du critere. Donc lorsque le graphe n’est pas
réflexif la solution optimale de ce critére n’est pas triviale et nous ne sommes pas obligés
de fixer le nombre de classes en avance. Désormais nous considérons que les graphes que
nous traitons sont non réflexifs.

Le théoreme suivant énonce la solution optimale rendue par ce critére pour un graphe
complet :

Lemme B.3. Pour un graphe complet non réflexif la solution optimale du critere de
Michalski-Goldberg pondéré contient L%j classes. Si N est pair toutes les classes ont 2

sommets. St N est impair la solution optimale contient (%) classes a 2 sommets et une
classe a 3 sommels.
En effet, si le graphe est complet le critére vaut :
N N N £
FMGP(X):Z‘ iii/_zxj:fﬂ_ > 0 (B.5)
i=14=1 =1 j=1 "
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ou n; est leffectif de la classe j. Cette expression est obtenue a partir de (2.18) et des
propriétés de la matrice de densité ou de taux d’occupation U (définition 5.3).

Démonstmtion Dans l'expression (B.5) le nombre de classes k étant fixé, la quantité

Zf 1 —_ est minimale si toutes les classes sont de la méme taille, autrement dit, si n; =
NVZ et dans ce cas D7) - = W' Donc, a partir de (B.5) le critere vaut :
J
2
K
B X)=r——.
MGP (X) N

Cette derniere expression est une fonction concave de . Nous obtenons son maximum

en dérivant par rapport a &, ce qui donne x°P! = % Le critere vaut alors :
N N? N
F X OPT .
map(X) 2 AN 4
Cependant le nombre optimal de classes est kK°P' = 7 lorsque N est pair. Lorsque N
est impair % n’est pas entier et nous avons deux choix de « :
1. Soit kPt = % et la partition optimale contient % classes a 2 sommets et 1 classe

a 3 sommets. Le critére vaut dans ce cas :

-1 N-3 1 N 1
Fuicp(X —”*Z* T 31 1
2. Soit kPt = N H et la partition optimale contient Y=L classes & 2 sommets et 1 classe

a 1 sommet. Le critere vaut dans ce cas :

map(X) =& " > 1

"1 N+1 N-1 N
4

e~ =

j=1
La valeur du critere étant toujours Supérieure pour le premier cas nous obtenons que

N est impair la partition optimale contiendra &, T classes dont 53 classes & 2 sommets
et une classe a 3 sommets. 0

L’impact de la fusion de deux classes au critere de Michalski-Goldberg pondéré peut
étre calculé de fagon analogue au calcul de I'impact sur le critere de Michalski-Goldberg.
Avant la fusion le critere vaut :

Riap(X) = BTt
2

apres la fusion le critere vaut :

Figp(X) = + .
(n1 + n2)2 n?
=3 "
La contribution vaut alors :
C B PR (R PO n1n211+n1n l2+n%n§l—n2(n1+n2) ll—n%(n1+n2)2l2
MGP (n1+n2)2 n? n2 (n1+n2)2n3n2

_n n211+n n lg—l—n%n%l—n%(n%+2n1n2+n2)l1—nf(n?—l—anng—&—n%)lz
- (n1+n2)2n2n32
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2,2 2,2 2,2 2,2 4 4 2,2
n1n211+n1n2l2+nln2l—n2n1l1—2l1n2n1 n211—n1l2—2n?n2l2—n1n2l2
(n1+n2)2n%n%

o nlngl 2l1n2n1 n2l1 n lg 2n3 nglg
- (n1+n2)2n1n%

Pour que la fusion puisse avoir lieu, i.e. Cyigp > 0 la condition suivante doit étre
vérifiée :

2
l>211*+2l2f—|—l1 —|—l2

Cette condition implique que le nombre d’arétes entre Cy et Cy doit vérifier :

l><h<2+ >44J”<z+m>>. (B.6)
ni ni no no

Nous pouvons comparer la condition (B.6) & la condition obtenue dans (B.4) pour le
critere de Michalski-Goldberg :

na

Z>Qf”+bm>. (B.7)
ni

Le terme gauche de I'inégalité (B.6) étant toujours supérieure a celle de 'inégalité (B.7)
la contribution au critere de Michalski-Goldberg est toujours supérieure a celle du critere
de Michalski-Goldberg pondéré quelles que soient les caractéristiques des sous-graphes a
fusionner. Par conséquent, le nombre de classes obtenu via l'optimisation du critere de
Michalski-Goldberg pondéré sera toujours supérieur a celui obtenu via 'optimisation du
critere de Michalski-Goldberg :

KMGP > K@ (B.8)

ol kmap et kg dénotent le nombre optimal de classes obtenu via 'optimisation du
critere de Michalski-Goldberg pondéré et du critere Michalski-Goldberg respectivement.

B.2.3 Le critére de Mancoridis-Gansner

. . - 2 T
Si dans l’expressmn (B.2) nous choisissons : ¢y = ar, Vi = Ty = Py /, biy = iy

et Vi = - nous obtenons le critere suivant :
1“
Q3! T/ Qi3 Tt
Forn ()= 3 Z Z Z (B.9)
1=114i'=1 i/

que nous appelerons Critére de Condorcet deux fois pondéré (CPP). Il s’agit du critere
de Mancoridis-Gansner sans les coefficients % et ﬁ du terme d’accords positifs et du
terme d’accords négatifs respectivement.

Ce critére possede un comportement proche de celui de Michalski-Goldberg pondéré.
Si le graphe est réflexif la solution optimale qui maximise la valeur de ce critere est la
partition triviale ot chaque sommet est classé dans sa propre classe et k = N comme
I’énonce le lemme suivant :
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Lemme B.4. La solution optimale du critére de Condorcet deux fois pondéré est la par-
tition triviale si le graphe est réflezif.

N N
Démonstration. Le terme d’accords positifs est borné par  : Z Z aii"%ii’ <k <N et
i=14=1
atteint son maximum lorsque x = N et cela a lieu lorsque X correspond a la partition
triviale si le graphe est réflexif.

N N
Le terme d’accords négatifs Z Z dwéii/ atteint son maximum aussi lorsque X est a
i=14'=1
N N B N N
la partition triviale et vaut dans ce cas Z Z Qi iy = Z ZZLW = (N? — 2M) car
B i=14'=1 i=14'=1
Ty = 1Vi # i'. Donc le critére vaut : Fopp(XTY) = N + (N? — 2M). O

Si le graphe n’est pas réflexif la solution optimale de ce critére n’est pas triviale et de
plus Fopp(X'™V) = 0, soit la borne inférieure du critere car 0 < Fepp(X™Y) < k2.

Désormais nous considérons que les graphes sont non réflexifs. Nous obtenos le résultat
suivant pour les graphes complets :

Lemme B.5. Pour un graphe complet non réflexif la solution optimale du critere de
Condorcet deuz fois pondéré non pondéré contient L%J classes. Si N est pair toutes les
classes ont 2 sommets. Si N est impair la solution optimale contient (#) classes a 2
sommets et 1 classe a 8 sommets.

En effet, pour un graphe complet la solution optimale du critere est la méme que celle
du critere de Michalski-Goldberg pondéré. Si le graphe est complet A = Iy, par conséquent

N @1 @0

le terme d’accords négatifs sera toujours nul (va Do i = 0> car &5 = 0V et nous

obtenons Fcepp = Fumap-

Comme le terme d’accords positifs est borné par k et le terme d’accords négatifs est
borné par k(k — 1) ce critére a tendance a générer beaucoup de classes, méme pour un
graphe complet. Le critéere de Mancoridis-Gansner évite ce probléme en divisant le terme
d’accords positifs par & et le terme d’accords négatifs par k(k—1). En effet, pour ce critere

Vi = Tiit of Vi = % (voir expression (5.48)) :

K
1 N Qiit T 1 N N Qiit T

F X) = = i3/ Lig! a3/ Lig!

w6 (X) K ZZ Ti T + k(k—1) ZZ T; T

pour k > 1.

Il s’agit d’un critere borné par [0, 2] qui ne rend pas de partitions triviales et on n’est
pas obligé de fixer a I’avance le nombre de classes. L’impact sur le critéere suite a la fusion
de deux classes est une expression longue qui ne fera pas ’objet de notre étude.

B.2.4 Le critéere de Wei-Cheng (Ratio-Cuts)

Dans 'expression (B.2) en choisissant ¢y = 0 Vi,4’, ¢sr = azyr et Py = # nous
obtenons le critere de Ratio-Cuts (voir expression (5.55)) : '
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. Al zz’xm’
FRcut(X)_ZZ T

=1 4/=1

C’est un critére a minimiser. La partition qui minimise ce critere est la partition
grossiére (k = 1 et tous les sommets sont classés dans une seule et unique classe) si 'on
ne fixe pas le nombre de classes a I'avance.

En effet, la partie variable de ce critere étant égale au terme général de la matrice
U (complémentaire de la matrice de taux de densité U) et les termes a;» étant toujours
positives, la valeur de ce critére est minimale et nulle lorsque u;y =0 < z;7 =0 V(i,4).
Ce résultat est une conséquence de 'absence du terme d’accords positifs, en effet, ce critere
n’est pas équilibré, ce qui provoque que sa solution optimale soit la partition grossiere.

B.2.5 Critére de la Différence de Profils

Nous avons vu que le critere de la Différence de Profils cherche a minimiser la distance
euclidienne entre les matrices A et X (voir expression (5.56)) :

Fpp(X) = ||A - X|]? = ZZ Qi — i)

La solution optimale de ce critere n’est pas du tout triviale. De plus pour un graphe
complet la valeur optimale de ce critere est la partition grossiere. En effet, si le graphe est
complet et non réflexif a;; = ﬁ (car chaque sommet est connecté aux (/N —1) sommets
restants dans le graphe) le critére vaut :

N N N N N
1
) PO
FDP(X) = E E aii/—2 E E Qi Tij) KR = —————< E E .T”/—H‘H- 1) E xfi.—FK
i=14'=1 i=14'=1 i=14'=1 =1
(ot K = SN S 42, est une constante qui n’intervient pas dans le processus

d’optimisation),

2N 2K 2N (N+ 1)k
=- + K+ = - + .
(N —-1) (N-1) (N—-1) (N-1)
Cette derniere quantité est minimale lorsque x est minimal et vaut 1. Donc la partition
optimale pour un graphe complet non réflexif est la partition grossiere.

Si le graphe est complet et réflexif a;; = % le critere vaut :

N N
2 R 1 N+ 2)k
i=14'=1 i=1

Cette derniere expression atteint son minimum lorsque x est minimal et égal & 1. Donc,

pour un graphe complet réflexif la partition optimale qui optimise ce critere est la partition
grossiere.
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L’impact de la fusion de deux classes au critere de la Différence de Profils peut étre
calculé en tenant compte que minimiser ce critére revient a maximiser I’expression suivante
(voir équation (5.58)) :

N N
Fpp(X) =2 awdy — s+ K.
i i’

ni ni n2 n2 ni n2
En notant [} = E g Qiiry lo = g E Qiry | = E g a;r et kg le nombre de
ieCy i'eCy i€Ca i'€Co i€C1 i/ €Co

classes avant la fusion, le critere avant la fusion vaut :

Lo
FBp=— 4+ = — K
DP n1+n2 ko + K,

apres la fusion le nombre de classes sera (kg — 1), donc la valeur du critere sera :

Fhp = —(ko— 1)+ K
DP 0
ny + no
La contribution aura pour valeur :
_ f+[1+i2 _ l;l _ l;g _ nlngfl+n1n2Z2+n1n2f—n2(n1+n2)f1—n1(nﬁ-ng)l}

C ST omtne . o no +A1 T i (nit+n2)nine i +1
_ minalitninslotninal—nanily —n3li —n2lo—ninalo+(ni+n2)ning  ninal—nili—n2la+(n1+n2)ning
- (n1+n2)ning - (n14+n2)ning :

Donc, pour que la fusion puisse avoir lieu, i.e. Cpy > 0 la condition suivante doit étre
vérifiée : (ninal — n%ll — n%lz + (n1 + n2)ning) > 0, ce qui implique :

[+ (ng+ng) > 12 4+ 5,2 (B.10)
nq n9

La contribution dépend de la distribution des degrés du graphe car les quantités Zl, I
et [ sont fonction des degrés des sommets. Le membre gauche de 'inégalité (B.10) montre
que plus grandes sont les tailles des classes & fusionner nq et ny plus facilement la fusion
aura lieu.



Annexe C

Résultats d’applications pratiques

C.1 Club de Karaté de Zachary

Le graphe de Zachary est un jeu de données fréquemment utilisée en analyse de réseaux
sociaux. Un désaccord entre 'administrateur (sommet 1) et Pinstructeur du club (sommet
34) a séparé le réseau en deux groupes de taille semblable !. Chaque groupe est représenté
par une couleur différente.

FiGURE C.1 — Le réseau ”Club de karaté de Zachary” apres scission.

Le tableau C.1 montre le nombre de classes obtenu pour chaque critere 2.
Quelques remarques importantes par rapport aux partitions obtenues :

o L’algorithme a rendu la méme partition optimale pour les criteres de Newman-
Girvan, Ecart & I'Indétermination et Modularité Equilibrée.

1. La figure a été prise sur le site internet http://ifisc.uib-csic.es/~jramasco/Structure.html

2. Nous avons choisi @« = 0,2 pour le critére d’Owsinski-Zadrozny car les densités intra-classe des
classes bleue et rouge (voir la figure C.1) sont 0,23 et 0,25 respectivement. Donc, nous voulions connaitre
la partition rendue par I'algorithme si le critére demande une densité intra-classe juste un peu au-dessous
de celles des classes réelles.
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Criteére Nombre Commentaires
de classes

Zahn-Condorcet 19 dont 12 classes a 1 sommet isolé
Owsinski-Zadrozny 7(a=0,2) dont 3 classes & 1 sommet isolé
Ecart a I’Uniformité 6 dont 2 classes & 1 sommet isolé
Newman-Girvan 4
Ecart a I'Indétermination 4
Modularité Equilibrée 4
Différence de Profils 4
Michalski-Goldberg 11 dont 1 classe a 1 sommet isolé

TABLE C.1 — Nombre de classes obtenu selon critere pour le Club de ”karaté de Zachary”

o Comme N = 34 et M = 78, le degré moyen sera dy, = 4,6 et la densité globale

d’arétes sera § = 0,13. Comme 3 > o > § nous avons bien (voir expressions (6.14),
(6.16) et (6.15)) P Kz > KOz > KUNIF-

La figure C.2 montre les partitions trouvées par tous les criteres?® présentés au ta-
bleau C.1 (les partitions obtenues par les criteres de Zahn-Condorcet et Michalski-
Goldberg ne sont pas présentées car elles possedent beaucoup de petites classes et
de sommets isolés).

La Figure C.2 montre que les résultats obtenus avec les six critéres sont proches. Au-
cun critere ne trouve la partition réelle en deux classes de la figure C.1. Ils trouvent
tous au moins quatre classes.

Voici I'interprétation des partitions trouvées :
— Les six criteres sont d’accord pour séparer les sommets, 5,6,7,11 et 17 (sommets
en rose en haut & droite).

— les six critéres mettent les sommets 24, 25, 26, 28 et 32 (sommets en vert en bas
a gauche) dans une classe a part. Newman-Girvan, I'Ecart a 'Indétermination et
la Modularité Equilibrée mettent aussi le sommet 29 dans cette classe.

— Les critéres d’Owsitiski-Zadrozny et 'Ecart & "Uniformité isolent le sommet 10 (en
jaune) tandis que Newman-Girvan, 'Ecart & IIndétermination et la Modularité
Equilibrée le classent dans la classe de Dinstructeur (sommet 34) et la Différence
de Profils le classe dans la classe de ’administrateur (sommet 1). Dans la construc-
tion du réseau réel Zachary avait hésité avec la classe du sommet 10.

— Le sommet 12 (couleur blue claire) est isolé par Owsiriski-Zadrozny et I'Ecart &
I’Uniformité. C’est souvent le cas pour les sommets a faible degré qui sont adja-
cents aux sommets a degré élevé. Le sommet 12 a pour seul voisin le sommet 1
(administrateur) qui occupe bien une position centrale dans le réseau. C’est aussi

3. Les graphes ont été dessinés avec le logiciel Gephi (voir http://gephi.org/).
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Owsiriski-Zadroiny e o e Eeart & Puniformité ® @

Newman-Girvan
Eeart a I'indetermination
Modularité équilibrée . @ i

F1GURE C.2 — Résultat de la Modularisation du réseau ”club de karaté de Zachary”.

le cas du sommet 13 qui a été isolé par le critere d’Owsinski-Zadrozny.

— L’optimisation directe du critere de Condorcet-Zahn partitionnait le graphe en 19
classes. Le d’Owsinski-Zadrozny avec a = 0,2 a permis de rendre Condorcet-Zahn
plus flexible.

Les tableaux suivants montrent les tailles de classes, le nombre d’arétes intra-classe
et la densité intra-classe pour chaque critere. Le calcul de la densité intra-classe se
fait comme suit : étant donné une classe a nj sommets et |E;| arétes intra-classe, la
densité de cette classe d; vaut :

| £

nj(n;—1)"’

5 = (C.1)

soit le ratio entre le nombre d’arétes existant et le nombre maximal d’arétes qui
pourraient exister.
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— Zahn-Condorcet :

Communauté | Effectif | Arétes intra-classe | Densité
1 6 14 0,93
3 4 6 1
2 3 3 1
14 3 3 1
5 2 1 1
15 2 1 1
17 2 1 1

— Owsinski-Zadrozny :

Communauté | Effectif | Arétes intra-classe | Densité
5 11 20 0,37
0 10 22 0,49
1 5 5 0,5
4 5 6 0,6

— Ecart a P’uniformité

Communauté | Effectif | Arétes intra-classe | Densité
5 12 23 0,35
0 10 22 0,49
2 5 6 0,6
4 5 5 0,5

— Newman-Girvan, Ecart & I’indétermination et Modularité Equilibrée

Communauté | Effectif | Arétes intra-classe | Densité
4 12 21 0,32
1 11 23 0,42
3 6 7 0,47
2 5 6 0,6

— Différence de Profils

Communauté | Effectif | Arétes intra-classe | Densité
0 13 26 0,33
1 6 7 0,47
3 10 17 0,38
2 5 6 0,6

— Michalski-Goldberg
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Communauté | Effectif | Arétes intra-classe | Densité
11 7 11 0,52
1 6 9 0,6
2 3 2 0,67
3 3 2 0,67
4 3 3 1
9 3 3 1
5 2 1 1
6 2 1 1
8 2 1 1
10 2 1 1

La partition obtenue par le critere de Zahn-Condorcet contient des classes a plus de
90% d’aétes intra-classe. En effet, les classes obtenues avec ce critére sont dans la plupart
de cas des cliques. Quant au critere de Michalksi Goldberg, toutes les classes obtenues
possedent une densité supérieure a 50% et certaines méme & 100%, en effet, ce critere a
aussi tendance a générer des petites classes a haute densité d’arétes. En ce qui concerne les
autres criteres les densités de leurs classes sont comprises entre 30% et 60%. On vérifie bien
que pour le critere d’Ecart & 'Uniformité et pour le critere d’Owsinski-Zadrozny toutes
les classes possedent une densité supérieure a 6 = 0,13 et o = 0, 2 respectivement.

C.2 American College football

Ce réseau contient 115 sommets (équipes) et 613 arétes (matchs entre équipes). Les
équipes sont divisées en 12 tournois contenant entre 7 a 13 équipes chacun. Les matchs
sont plus fréquents entre les membres du méme tournoi qu’entre les membres de tournois
différents.

L’accord entre la partition connue (représentée par les tournois) et la partition trouvée
par chaque critere a été calculé en comparant terme a terme les éléments de la matrice
relationnelle de Condorcet associée a chaque partition obtenue avec celle de la partition
connue, soit avec 'indice de Rand pour comparer deux partitions (voir Rand [1971], Mar-
cotorchino [1984b], Saporta [1988], Saporta and Youness [2002]). Si 'on note pagree le
pourcentage d’accords positifs plus accords négatifs, cette quantité vaut

N N o
_ Zi:l Zi/:l(yn"%i/ + it Ty ) (C.2)
Pagree = N2 ) .
ou Y et X représentent la matrice relationnelle de la partition réelle, en tournois, et
la matrice relationnelle de la partition trouvée via l’algorithme de Louvain, pour chaque
critére respectivement.

Dans le cas idéal ou la matrice obtenue est identique a celle de la partition originale,
tous les termes de ces deux matrices sont identiques, et on obtient un accord égal & 100%.
Le tableau C.2 montre les résultats obtenus pour tous les criteres :

o Les partitions obtenues avec les criteres Newman-Girvan, Ecart a 'Indétermination
et Modularité Equilibrée sont identiques.
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Criteére K NCCI Total Accords Pagree (%0)
Graphe Réel 12 13225 100
Zahn-Condorcet 16 7 12927 97,7
Newman-Girvan, 10 6 12817 96,9
Ecart & I'Indétermination,

Modularité Equilibrée

Ecart a I’Uniformité 10 5 12777 96,6
Différence de Profils 9 4 12569 95,0
Michalski-Goldberg 27 0 12517 94,6

TABLE C.2 — Résultats trouvés avec le réseau ” College football”. NCCI est le nombre de

classes. correctement identifiées par chaque critere

o Le tableau C.2 montre que l'on obtient un pourcentage d’accords élevé pour tous
les criteres. Cependant, le nombre optimal de classes varie d’un critere a 'autre.
En effet, Newman-Girvan, I'Ecar & I'indétermination, I'Ecart a I'Uniformité et la
Différence de Profils sous estiment le nombre de classes tandis que les partitions
obtenues avec les criteres de Zahn-Condorcet et Michalski-Goldberg contiennent un
nombre de classes supérieur au nombre de classes attendu, a savoir 12. Le critere
de Michalski-Goldberg n’identifie correctement aucune classe, en effet, il coupe le

graphe en toutes petites classes.

C.3 Le réseau de musiciens de ”Jazz”

Le réseau ”jazz” contient N = 198 sommets et M = 2742 arétes. Comme le montre le
tableau 7.1 les partitions trouvées avec les criteres de Newman-Girvan, Ecart a 'Indétermination
et Modularité Equilibrée sont de taille différente, donc nous pouvons les analyser pour com-

prendre ces différences. Cela nous permettra de comparer ces trois critéres.

Les tableaux suivants montrent, pour les partitions trouvées avec ces trois critéeres et

pour chaque classe j trouvée :
o La taille de la classe n;.

o Le degré moyen des sommets d%,.

o L’écart-type o; des degrés des sommets.

o le coefficient de variation des degrés cv; des sommets de la classe.

Pour la partition trouvée avec le critere de Newman-Girvan

n; &, oj cv;

62| 32,3 | 18,5| 0,57
531 30,5| 16,2 | 0,53
61| 20,3 | 14,1 0,69
22| 28,41 20,1 0,71

Pour la partition trouvée avec la Modularité Equilibrée
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n; &, oj cvj
60| 33,1 | 18,2| 0,55
53| 31,3| 16,3| 0,52
61| 20,3| 14,1 | 0,69
23126 | 19.4| 0,75
1|1 0 0

Pour la partition trouvée avec I’Ecart & I'Indétermination

nj dzw 04 C’Uj
63| 19,8| 14,2| 0,71
63| 33,7 16 | 0,48
18] 13,8 5,2 | 0,37
51| 36,4 | 17,7 0,49
25 [ 21 | 085
171 0 0

La partition trouvée avec la Modularité Equilibrée contient une classe de plus que le
critere de Newman-Girvan. Ce critere isole un sommet a degré 1. En effet, ce sommet il a
un degré tres bas pour appartenir a la classe de son seul voisin. La classe des son voisin
possede un degré moyen proche de 33.

Le critere d’Ecart a I'Indétermination génére six classes dont une correspond a un
sommet isolé & degré 1 et l'autre contient deux sommets & degré 2 et 3 (car leur degré
moyen est 2,5). Il a donc, créé deux classes a degré moyen bas.

Deux indicateurs de la dispertion sont ’écart-type et le coefficient de variation (rap-
port entre ’écart-type et la moyenne). La figure C.3 montre le coefficient de variation de
la variable ”degré” pour les classes trouvées avec les trois criteres.

La figure C.3 montre clairement que le coefficient de variation pour le critere d’Ecart
a I'Indétermination est inférieur & ceux des criteres de Newman-Girvan et la Modularité
Equilibrée.

L’exemple du réseau des musiciens ”Jazz” permet de montrer clairement la différence
entre les partitions trouvées avec les trois criteres. Cependant, les partitions trouvées avec
les trois criteres dépendent fortement de la distribution d’arétes et des degrés.
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