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INTRODUCTION

Dans cette these, nous proposons un formalisme de modélisation pour les systemes complexes
s’appuyant sur la théorie des jeux, la théorie des réseaux de jeux. Ce formalisme étend les jeux
stratégiques afin de capturer la notion de localité présente dans de nombreux systemes. Son cadre
applicatif s’étend a tous les systemes ou I’étude de la localité est nécessaire a la compréhension du
fonctionnement du systéme. Parmi ces domaines, les réseaux de régulation génétique constituent
un champ privilégié. Leur étude exhibe des organisations structurelles qui sous-tendent a prior:
un découpage de 'activité globale du systéme en structures modulaires. L’identification de la
localité précede la découverte de sous-systémes possedant une certaine autonomie et donc une
fonction au sein du systeme. Cette analyse repose toutefois sur la capacité a exhiber de la
complexité du systeme la modularité a partir de I’étude de sa dynamique. Les réseaux de jeux
ont pour but de permettre cette analyse.

Théorie des jeux. L’analyse des systemes complexes demande une étude a la fois des com-
posants du systéeme mais également des interactions entre ces composants. La théorie des jeux
se pose naturellement comme candidate a la modélisation de ces interactions.

La théorie des jeux peut se définir comme ’étude des modeles mathématiques de conflit
et coopération entre des décisionnaires rationnels et intelligents. Elle fournit des techniques
mathématiques générales pour analyser des situations dans lesquelles des individus prennent des
décisions qui influencent le « bien-étre » des autres. De fait, la théorie des jeux se qualifie de
« théorie de la décision en interaction ».

La théorie des jeux moderne telle que nous la présentons doit sa formalisation a von Neumann
et Morgenstern ([vNM44]) qui définissent un cadre de travail théorique pour la modélisation
d’interactions complexes. Dans ce cadre, un jeu se référe a un ensemble d’interactions entre des
individus, appelés joueurs ou agents. Chaque individu est rationnel, autrement dit les décisions,
ou stratégies, qu’il prend ont pour but la réalisation de ses propres objectifs. Von Neuman
et Morgenstern démontrent que la rationnalité peut se modéliser par la maximisation d’une
fonction de gains qui attribue une récompense aux décisions prises par un joueur, en fonction
des décisions des autres joueurs.

Bien qu’initialement développée dans le cadre de la modélisation de phénomeénes économiques
(encheres, paris, [Gib92, Kre90]), la théorie des jeux est utilisée de nos jours dans de nombreux
domaines d’application allant de la théorie de la décision ([LR89]) a la biologie ([HS98, MS82,
NS04]) en passant par I'informatique ([Pap01]). Néanmoins, quel que soit le domaine d’applica-
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tion, la théorie des jeux se focalise particulierement sur la recherche d’équilibres, c’est-a-dire la
recherche de situations ou chaque agent est satisfait de sa décision, au regard des décisions des
autres joueurs. Du fait de cette notion, développée sous le terme d’équilibre de Nash ([Nas96)),
la théorie des jeux peut étre qualifiée de « théorie des Equilibres ».

Localité et modularité. Un des enjeux de I’analyse des systemes complexes est la recherche
de modules, autrement dit la recherche des « Basic Building Blocks » ([MSOIT02]) ou briques
de base a partir desquelles le systeme étudié est construit. Analyser un systéme a la lumiére
de sa modularité apparait comme une étape centrale a sa compréhension car mettant en valeur
I'organisation du systeme a partir des ses sous-systemes. Le comportement global du systeme est
alors vu comme la « somme » ou composition complexe des comportements locaux de chacun
des modules.

La notion de localité se pose comme sous tendant ces propriétés de modularité et est donc une
notion fondamentale dans I’étude des sytémes complexes ([SFKT05] pour les réseaux génétiques).
La localité d’interaction rend compte de phénomenes n’intervenant que sur une partie du systeme
étudié, sur les modules. L’étude doit étre faite de l'influence des propriétés locales sur le com-
portement global du systeme. On étudie en particulier les phénomenes dits d’émergence, qui
correspondent a ’apparition d’un comportement global que 1’on ne pouvait pas prédire a partir
de la seule connaissance des entités composant le systeme. De fait, il est nécessaire d’analyser
les interactions entre les composants de ce systéme pour prédire I’apparition des phénomenes
émergeants.

La théorie des jeux fournit un cadre pour la modélisation de ces interactions complexes.
Néanmoins, elle ne permet pas de capturer les interactions locales. En effet dans un jeu, chaque
agent joue contre tous les autres joueurs, autrement dit chaque composant du systeme est en
interaction avec tous les autres.

Théorie des réseaux de jeux. La théorie des réseaux de jeux étend la théorie des jeux pour
permettre la modélisation des interactions locales. Fondamentalement, la théorie des réseaux de
jeux se distingue de la théorie des jeux par la capacité des joueurs a participer a plusieurs jeux
simultanément. Un réseau de jeux représente les interactions comme un « réseau de joueurs et
de jeux » ou les joueurs sont reliés aux jeux auxquels ils participent. Dans ce cadre, chaque jeu
du réseau décrit les interactions entre les joueurs du jeu; un joueur impliqué dans plusieurs jeux
devra prendre en compte chacun d’entre eux afin de déterminer la meilleure stratégie a jouer.
Ces jeux d’interactions, locales car n’impliquant pas I’ensemble des joueurs, sont naturellement
identifiés aux modules.

Il devient alors possible de s’intéresser au comportement global des joueurs a partir de leur
comportement local dans chacun des jeux auxquels ils participent. L’étude du comportement mo-
dulaire du systeme est réalisé non pas en considérant des modules statiques, i.e. un ensemble de
joueurs, mais des modules dynamiques, i.e. les interactions d’un ensemble de joueurs, c’est-a-dire
un jeu. La notion d’équilibre de Nash qui capture les situations résultant des interactions entre
les joueurs d’un jeu est étendue aux réseaux de jeux : les équilibres de Nash des différents jeux
du réseau, qualifiés d’équilibres locaux, se combinent pour former un équilibre global, définissant
ainsi un état d’équilibre pour tous les joueurs et tous les jeux du réseau.

Un cadre applicatif : les réseaux de régulation génétique. Bien que la théorie des jeux
(en fait les jeux évolutionnaires, [MS82, Wei97]) ait été utilisée avec succes pour 'étude de
I’évolution d’une population soumise a la pression sélective ([HS98, KRFB02]), son application
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dans le cadre des réseaux biologiques moléculaires est beaucoup plus réduite et récente ([AAPOG,
CDL™06]).

Les réseaux de jeux permettent la modélisation des réseaux de régulation génétique, systemes
complexes biologiques moléculaires décrivant les interactions entre genes. Ils constituent un cadre
intéressant pour ce type de modélisation, les interactions entre genes s’assimilant a un jeu du
réseau. La structure du réseau de jeux capture naturellement la structure du réseau biologique
et les gains permettent d’en modéliser la dynamique. Les équilibres stables biologiques du réseau
de régulation équivalent alors dans notre modele aux équilibres du réseau jeu (les équilibres de
Nash et les équilibres globaux).

Organisation du document

Le document se structure en trois parties.

Dans la premicre partie, « THEORIE DES JEUX », nous présentons les jeux stratégiques sur
lesquels se fondent les réseaux de jeux et nous nous intéressons alors aux modeles permettant
de modéliser la localité d’interaction en théorie des jeux.

e Le chapitre 1 (page 17) traite des jeux stratégiques qui se définissent par la donnée des
joueurs, de leurs stratégies et de leurs gains. Nous détaillons également I’extension mixte,
ou les joueurs n’ont pas a choisir spécifiquement la stratégie qu’ils désirent jouer, mais
peuvent définir une distribution de probabilités sur I’ensemble de leurs stratégies. La notion
d’équilibres de Nash capture les situations d’équilibre, ou chaque joueur est satisfait de sa
stratégie au regard des stratégies des autres joueurs.

e Le chapitre 2 (page 33) dresse un état de I'art de la localité d’interactions en théorie des
jeux. Avant de présenter en détails les différents modeles, nous étudions les représentations
servant de support a la localité. Ces supports, que nous avons regroupés sous le terme de
dépendance, se distinguent par les éléments mis en relation (les agents ou les stratégies),
et par les méthodes de calcul employées pour exhiber cette dépendance.

La seconde partie, « RESEAUX DE JEUX » s’intéresse aux réseaux de jeux en en donnant tout
d’abord une présentation générale avant de poser le probleme de la recherche des interactions
locales.

e Le chapitre 3 (page 53) présente les principales définitions des réseaux de jeux. Nous y dis-
cutons en particulier des deux niveaux d’équilibres : les équilibres locaux correspondent aux
équilibres de Nash des jeux du réseau et se combinent en équilibres globaux, a ’échelle du
réseau complet. Nous abordons la notion de dépendance qui permet d’analyser 'influence
des agents les uns envers les autres. Cette notion est alors utilisée pour présenter des condi-
tions suffisantes d’existence d’un équilibre global. Nous situons également les réseaux de
jeux dans le paysage des modeles de 1’état de I'art

e Le chapitre 4 (page 73) s’intéresse a un résultat important de la théorie des réseaux de
jeux, la recherche de modules élémentaires par normalisation du réseau. En effet, nous
verrons que plusieurs réseaux de jeux peuvent avoir les mémes équilibres globaux, mais
définir des interactions différentes, ils sont alors dits équivalents. Se pose la question d’une
représentation canonique, mettant en valeur les modules élementaires qui sous tendent les
interactions locales du réseau. Nous définissons des opérateurs permettant de modifier la
structure du réseau (la maniere dont est constuit le réseau) et présentons un algorithme
décomposant un jeu en un réseau de modules élémentaires.

11
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La troisieme partie, « APPLICATION ET DEVELOPPEMENT », traite de 1'utilisation des réseaux

de jeux et de leur application aux réseaux de régulation génétique; elle présente également la
plateforme GNET-PAD que nous avons développée.

e Le chapitre 5 (page 97) utilise la théorie des réseaux de jeux pour modéliser les phénomenes

de régulation génétique. L’objet de notre modélisation est de définir un réseau de jeux
dont les équilibres globaux correspondent aux états stables du réseau de régulation. Sa
conception conduit & définir les joueurs, les stratégies et les gains pour chaque jeu du
réseau. Nous définissons des jeux modélisant les régulations élémentaires (activation et
inhibition) et pouvant se combiner pour créer des réseaux complexes. La modélisation par
réseaux de jeux est alors appliquée a deux réseaux de régulation réels : un réseau impliqué
dans la régulation de la division cellulaire ([WPSY04]), et un réseau intervenant dans la
croissance des fleurs d’Arabidopsis thaliana ([ESPLABO4]).

Le chapitre 6 (page 123) présente GNET-PAD, une plateforme logicielle permettant la
modélisation des réseaux de jeux. GNET-PAD autorise le calcul des équilibres locaux et
globaux en stratégie pures, 'analyse des dépendances, ainsi que la normalisation d’un jeu,
ou du réseau dans son ensemble.

Enfin, la conclusion (page 131) récapitule les travaux effectués durant cette these avant d’en

présenter les perspectives.

12
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Dans ce chapitre nous donnons les principales définitions des jeux stratégiques, a savoir la
représentation sous forme stratégique, l’extension mizte et les équilibres de Nash.

L’analyse de tout jeu ou conflit doit débuter par la spécification d’un modele décrivant
le jeu. La structure générale du modele doit étre définie avec attention car trop simple, elle
pourrait nous forcer a ignorer certains aspects vitaux du jeu, alors que trop complexe, elle
pourrait biaiser I’analyse en occultant certains résultats fondamentaux. Pour éviter ces deux cas
extremes, plusieurs modeles de jeux ont été proposés. Dans le cadre des jeux non-coopératifs
(jeux ou les joueurs s’affrontent, au contraire des jeux coopératifs ou ils s’entraident) les deux
principaux modeles sont les jeux sous forme extensive, et les jeux sous forme stratégique, ou plus
simplement jeux stratégiques.

La forme stratégique est conceptuellement plus simple que la forme extensive, et parti-
culierement adaptée aux problemes d’analyse en général, et & ceux que nous avons eu a traiter en
particulier. Pour ces raisons, la forme stratégique est a la base de la théorie des réseaux de jeux
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que nous développons dans la deuxieme partie (chapitres 3 et 4). Nous présentons cependant la
forme extensive (utilisée notamment au chapitre 2 sur I’état de 'art) au travers d’un exemple
dans 'annexe A.

La suite du chapitre se découpe de la maniere suivante. Dans la section 1.1 nous définissons
formellement la représentation sous forme stratégique. Nous nous intéressons également a une
classe de jeux stratégiques particuliere, les jeux a deux joueurs, et a leur représentation sous
forme de tableaux.

La section 1.2 traite d’une extension des jeux stratégiques, ’extension mixte, ou les joueurs
n’ont pas a choisir spécifiquement la stratégie qu’ils désirent jouer, mais peuvent définir une
distribution de probabilités sur I’ensemble de leurs stratégies. L’extension mixte comporte la
définition des stratégies mixtes, des configurations mixtes et des gains mixtes.

Un des concepts fondamentaux de la théorie des jeux est la notion d’équilibres de Nash. La
section 1.3 présente cette notion qui permet de déterminer des configurations spécifiques du jeu
ou chaque joueur est « satisfait » de sa stratégie, au regard des stratégies jouées par les autres
participants.

Enfin la section 1.4 dresse un bilan du chapitre.

Le lecteur pourra se référer & [OR94], [Osb03] pour un complément d’informations. Les
notations présentées s’inspirent de [Mye91].

1.1 Forme stratégique

Un jeu sous forme stratégique, ou jeu stratégique, se compose d’un ensemble de joueurs,
possédant chacun un ensemble de stratégies. Les résultats possibles du jeu sont définis par un
ensemble de configurations, une configuration consistant a associer une stratégie a chaque joueur.
A chacune des configurations du jeu est associé, pour chaque joueur, un gain particulier. Les
joueurs sont supposés rationnels, c’est-a-dire qu’ils cherchent a maximiser leur gain.

Un jeu stratégique modélise donc une décision face a des choix stratégiques, les joueurs jouent
une seule fois et de maniére simultanée en pleine connaissance de toutes les informations du
jeu. On parle alors de jeu a information complete.

1.1.1 Définition formelle

Le jeu stratégique se définit par une forme stratégique qui définit les joueurs, les stratégies
et le gain pour chaque joueur en fonction des différentes configurations de jeu. Formellement, la
représentation sous forme stratégique se définit de la maniere suivante :

DEFINITION 1.1 (FORME STRATEGIQUE)
Un jeu statégique est un triplet (A, C,u) ou :

e A est un ensemble de joueurs (ou agents).
On assimile habituellement A a I'ensemble {1,...,n} C N, ot chaque entier correspond a
un joueur.

o C ={C;}ica est un ensemble d’ensembles de stratégies.
C; = {cz-l, ..., ¢} correspond & I'ensemble des m; stratégies accessibles au joueur i.
Un élément c € [];c 4 C; est appelé une configuration de jeu.

18
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o u:[LicaCi— RIAl est Ia fonction de gains du jeul.
On note habituellement u = (u;)icA, avec u; : [ [;c 4 Ci — R la fonction de gains du joueur
1 qui lui attribue, pour chaque configuration, un gain.

Remarques.

1. Les notations présentées ici sont tres générales. Dans les exemples, nous utiliserons autant
que possible des notations plus explicites. L’exemple 1.1 détaille ainsi un jeu entre Roméo
et Juliette. Les joueurs sont alors appelés R et J plutot que 1 et 2. De méme, les stratégies
sont indexées par les initiales des joueurs plutét que par des chiffres.

2. Etant donné ¢ € [I;c 4 Ci, on notera ¢; une stratégie quelconque du joueur .

3. Etant donnée une configuration ¢ = (c1,...,¢,) € [[;c4 Ci, pour mettre en évidence la
stratégie d’'un joueur ¢, on écrirera de maniere usuelle la configuration ¢ sous la forme
c=(c_i,c).

1.1.2 Jeux a deux joueurs

Un intérét particulier est porté aux jeux stratégiques a deux joueurs car leur étude per-
met d’aborder de maniére simple et directe des propriétés qui se généralisent a des jeux plus
complexes. L’exemple 1.1 présente 1’énoncé d’un tel jeu.

On représente souvent un jeu a deux joueurs sous la forme d’une table de gains qui en offre
une vision synthétique. Ainsi, si I’on considére un jeu (A, C,u) & deux joueurs, on a :

o A=1{1,2}.

o C = {C1,C5} et, dans le cas ou le joueur 1 aurait deux stratégies, et le joueur 2 trois
stratégies, on aurait C = {ci,c2} et Cy = {c},c3,c3}.

o u=(ug,ug) avec uj : C1 x Co = Ret ug: C1 x Co — R.

La représentation sous forme de table de gains est alors la suivante :

1 2 3
1/2 s 5 c

‘1 (ul(c%,c%),UQ(c%,c%)) (ul(c%,cg)ﬂm(c%?c%)) (ul(c%’cg)’uﬂc%’cg))

C% (ul(c%,cé),UQ(c%,cé)) (Ul(C%,C%),UQ(C%,C%)) (Ul(C%,C%),Ug(C%,C%))

Dans ce tableau a double entrée, les stratégies du joueur 1 sont en lignes, et les stratégies
du joueur 2 en colonnes. A une case du tableau est associé le couple des gains des joueurs 1 et
2 correspondant a la configuration définie par les stratégies de la ligne et de la colonne.

1.1.3 Un exemple de jeux a deux joueurs : Roméo et Juliette

Considérons 1’énoncé de 'exemple 1.1 suivant et cherchons sa représentation sous forme
stratégique.

EXEMPLE 1.1 (ROMEO ET JULIETTE)
Roméo et Juliette décident de faire une sortie. Roméo préfere aller au théatre et Juliette a
Popéra, mais aucun des deux n’aime sortir seul.

LOn rappelle que |A| est le cardinal de I'ensemble A, i.e. le nombre d’éléments de A. Ici, |A| = n.

19
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Joueurs et stratégies. Les joueurs et les stratégies se déduisent directement de 1’énoncé :
e Les joueurs sont Roméo (joueur 1 noté R) et Juliette (joueur 2, noté J).

e Les stratégies sont les mémes pour les deux joueurs qui peuvent aller soit au théatre
(stratégie ¢l notée Tr pour Roméo et ¢} notée T pour Juliette), soit & Popéra (stratégie
c? notée Or pour Roméo et 3 notée Oy pour Juliette). On a donc Cr = {Tg,Ogr} et
C;={T;,0,}.

Gains. Les gains vont permettre de traduire les préférences des deux joueurs. Roméo préfere
aller au théatre? Son gain quand il joue sa stratégie T'r doit alors étre supérieur a son gain
quand il joue sa stratégie Ogr. Mais il faut également prendre en compte ce que fait Juliette.
Nous avons ainsi quatre configurations a ordonner : lorsque Roméo et Juliette vont au théatre
— configuration (T, 7y) — lorsque Roméo va au théatre et Juliette a 'opéra — configuration
(Tr,Oy) — lorsque Roméo va a l'opéra et Juliette au théatre — configuration (Og,Ty) — et
enfin lorsqu’ils vont tous les deux a l'opéra — configuration (Og, Oy).

Ces configurations peuvent, en partie, étre ordonnées a ’aide de I’énoncé. Dans le cas de
Romeéo, nous savons ainsi que :

e ur(Tr,Ty) doit correspondre au gain maximum pour Roméo, car il s’agit de la configura-
tion idéale pour lui (il est au théatre, avec Juliette).

e ur(OR,Ty) doit correspondre au gain minimal pour Roméo, car il sort d’une part sans
Juliette et d’autre part il va & l'opéra. On est donc dans la configuration la pire pour
Roméo.

Reste alors a comparer ur(Tr,Oy) et ur(Opr,Oy), autrement dit & déterminer si Roméo préfere
aller seul au théatre, ou bien sortir avec Juliette, mais a 'opéra. On se retrouve donc avec deux
relations possibles entre les gains, suivant cette préférence.

e Si Roméo préfere étre avec Juliette plutot qu’aller au théatre :
ur(Tr,Ty) > ur(Ogr,0y) > ur(Tg,Os) > ur(Or, Ty)
e Si Roméo préfere aller au théatre plutot qu’étre avec Juliette :

ur(Tr,Ty) > ur(Tr,01) > ur(Ogr,0y) > ur(Or,Ty)

Jeux. Les considérations faites sur Roméo sont bien sur identiques dans le cas de Juliette. 11
existe alors quatre modeles de jeux possibles. Le tableau 1.1 présente les tables de gains de ces
différents jeux (numérotés de (a) a (d)). Les gains attribués sont ici totalement arbitraires et se
contentent de vérifier les inégalités vues précédemment. Nous verrons 'importance que la valeur
des gains peut avoir dans la section 1.3.

1.2 Extension mixte

L’extension mixte rend possible la modélisation de comportements tels que I'indécision ou le
bluff. Elle recouvre les notions de stratégies mixtes, de configurations mixtes et de gains mixtes.
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Jeu o

R/IJ| T; Oy
Tr | (3,2) (2,1
Or | (0,0) (1,3)

Roméo préfere le théatre a Juliette
Juliette préfere Roméo a l'opéra

Jeu e

R/IJ| T, Oy
Tr | 3,1) (2,2)
Or | (0,0) (1,3)

Romeéo préfere le théatre a Juliette
Juliette préfere I'opéra a Roméo

Jeu a

Roméo préfere Juliette au théatre
Juliette préfere Roméo a I'opéra

Jeu @

R/IJ| T; Oy
TR ‘ (3,1) (1,2)
Or | (0,0) (2,3)

Roméo préfere Juliette au théatre
Juliette préfere I'opéra a Roméo

TAB. 1.1 — Différentes tables de gains pour modéliser I’exemple 1.1 entre Roméo et Juliette

1.2.1 Stratégie mixte

Les stratégies mixtes étendent la notion de stratégies en définissant pour un joueur une
distribution de probabilités sur I’ensemble de ses stratégies, déterminant ainsi leur probabilité
d’utilisation.

DEFINITION 1.2 (STRATEGIES MIXTES ET PURES)
Soit (A, C,u) un jeu stratégique, et i € A un joueur. On rappelle que C; = {c},... "} est
Pensemble des stratégies du joueur i. On note par A(C;) 'ensemble des stratégies mixtes du
joueur i :
AC) ={ (D)jetmg | Vi€l :mi] 0<p] <1 A ZP{ =1}
j=1

Par analogie au terme « mixte », les éléments de C; sont appelés stratégies pures du joueur

i. A la stratégie pure c¥ € C; est associée sa représentation mixte o; = (pg)je[lzmi] € A(C;) telle

quept =1et pg = 0 pour j € [1:my],j # k. Suivant le contexte, par abus de notation c¥ pourra
représenter soit la stratégie pure, soit la stratégie mixte associée.

Remarques.

1. A(C;), 'ensemble des stratégies mixtes d’un joueur 4, définit un simplexe sur les stratégies
pures C; de ce joueur.

2. Dans la suite, il sera fait référence aux stratégies mixtes d’'un joueur ¢ par la lettre o;, qui
représente donc un élément de A(C;).

3. Etant donnée o; € A(C}), on notera o;[c¥] la probabilité du joueur i de jouer sa k-ieme
stratégie, i.e. o;[cF] = pF.

4. En cas d’exemple numérique, pour plus de clarté, on pourra noter o; = (Zke[l:mi] pf [cﬂ),

rappelant ainsi entre [ | & quelle stratégie fait référence la probabilité pf. (Voir 'exemple
1.2.)
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EXEMPLE 1.2 (STRATEGIE MIXTE)
Reprenons I'un des jeux de l'exemple 1.1. Une stratégie mixte op € A(CR) pour Roméo est
par exemple d’aller au théatre avec la probilité or[Tgr| = % et a l'opéra avec la probabilité
or[Or] = 2. On note alors o = (3, %), ou plus clairement o = (3[Tg] + 2[OR)).

La stratégie pure T € Cr consiste a aller au théatre avec une probabilité 1, et donc a ’opéra

avec une probabilité 0. La stratégie mixte associée est alors (1,0) = [Tr] € A(CR).

1.2.2 Configuration mixte

Dans une configuration mixte, les joueurs ont la possibilité de jouer une de leur stratégie
mixte montrant ainsi leur indécision.
L’ensemble des configurations mixtes d’un jeu se définit de la maniere suivante.

DEFINITION 1.3 (CONFIGURATIONS MIXTES)
Soit (A, C,u) un jeu stratégique. On note par A(C') ’ensemble des configurations mixtes du jeu :

A(©) =] aw@)
€A
Remarques.
1. Une configuration mixte ou tous les joueurs ont des stratégie pures, est appelée configura-
tion pure ; une configuration pure est élément de ], 4 C;.
2. Une configuration mixte décrit une distribution de probabilités sur ’espace des configura-
tions pures [[;c 4 Ci.

3. Comme dans le cas des configurations pures, pour mettre en évidence le choix d’un joueur ¢
dans une configuration mixte o, celle-ci sera écrite o = (0_;,0;). On aura alors o; € A(C})

et o_; € [Lens AC)).

Les configurations mixtes permettent de calculer la probabilité de se trouver dans une situa-
tion donnée, i.e. dans une configuration pure, au vue des indécisions des différents joueurs. La
fonction Pr permet de déterminer cette probabilité.

DEFINITION 1.4 (PROBABILITE D’'UNE CONFIGURATION PURE)
La fonction Pr permet de calculer la probabilité d’étre dans une configuration pure ¢ € [[,c 4 C;
étant donné la configuration mixte o € A(C) :

pPr: J[cixa@©) — 0,1

i€A
(Cv J) = PT(QO—) = H Ji[ci]
i€A
EXEMPLE 1.3 (CONFIGURATION MIXTE)

Reprenons I'un de jeux de I'exemple 1.1 et considérons les stratégies mixtes de Roméo et Juliette
suivantes :

1 2 1 2
OR = (5’ g) = (g[TR] + g[OR]) € A(CR) pour Roméo
51 ) 1 )
oy = (6’ 6) = (E[TJ] + 6[0]]) € A(Cy) pour Juliette
La configuration mixte correspondant & ces deux stratégies est alors :
12,561 1 2 ) 1
= —., = — — — — T — — T _
o ((3’3)’(6’6)) ((3[ R]+3[ORD7(6[ J]+6[0JD>
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La probabilité pour que Roméo et Juliette aillent au théatre est donnée par la fonction Pr :

1 5 5
Pr((Tgr, T = Trlx o:/T;] == x 2 ==
r((Tr,Ty),0) = or[Tr] % 0.[T}] 2 X613
Le tableau suivant présente le calcul des différentes probabilités des configurations pures, au
regard de la configuration mixte o. On peut remarquer que la somme de ces probabilités est
égale a 1, et que 'on a donc bien une distribution de probabilités sur I’espace des configurations
pures.

R/J | o4[Ty)=3 005 =%

1115 _ |5 1,1 _ |1
or[Trl =3 | 3 X §=|13 376~ |18
— 2| 2,5 __|5 2 1 _|1
orlORl =3 | 3 %% =39 376~ |9

1.2.3 Gains mixtes

Les gains associés aux stratégies mixtes different de la présentation initiale qui en a été faite

dans le sens ot ils correspondent & une espérance de gains du jeu. L’exemple 1.4 permet d’illutrer
cette notion.

EXEMPLE 1.4 (GAINS MIXTES)

Considérons le jeu de I'exemple 1.1 et plus précisément la table de gain (a) du tableau 1.1. Dans
le cas de la configuration mixte o de ’exemple 1.3, nous avons calculé les différentes probabilités
pour que les joueurs se trouvent dans une des quatre configurations pures possibles. Le gain
mixte associé a ces configurations est donné dans le tableau suivant. Il consiste en fait au gain
pur de la configuration multiplié par la probabilité d’étre dans cette configuration.

R/J as[Ts] = 3§ 0[04] = &
orlTh] = 5 | 15 % (3:2) =| (3 3) 5 % (2,1) =| (5, 18)
or[Or] = 5 | §x(0,00=[(0,0]  §5x(1,3)=|(53)

Le gain global associé a la configuration mixte est alors la somme des gains mixtes associés
a chacune des configuration pures. Ce gain est noté m

(o) = Pr((TR,TJ),J) x w(Tr,Ty) +PT((TR,OJ),O') x u(Tgr,Oy)
—i—P?”((OR,TJ),J) X U(OR,TJ) —i—PT((OR,OJ),U) X u(OR,OJ)

= 2 x(3,2)+ & x 2D +3x(0,0)+5x(1,3)
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De fagon formelle, on définit le gain d’une configuration mixte de la maniere suivante.

DEFINITION 1.5 (FONCTION DE GAINS MIXTES)
Soit (A,C,u) un jeu stratégique. Le gain associé a une configuration mixte est donné par la
fonction de gains mixtes w telle que :

m: AC) — R
o — W(g):( Z Pr(c,o)xudc))ieA

CeHiGA C;

Remarque. La fonction 7 : A(C) — RMI permet de calculer le gain mixte, associé & une
configuration mixte, pour tous les joueurs. Le gain d’un joueur en particulier, le joueur ¢ par
exemple, est noté m; : A(C) — R.

En considérant les extensions mixtes, nous disposons d’un moyen d’exprimer une probabilité
de choix. Généralement, les stratégies mixtes et pures sont clairement distinguées dans le jeux
car elles ne modélisent pas la méme chose. Les stratégies pures modélisent des choix par rapport
a des actions; c’est pourquoi en économie elles sont choisies pour définir des comportements
entre individus. Les stratégies mixtes peuvent désigner des probabilités ou des choix sur des
populations.

1.3 Equilibre de Nash

La notion d’équilibre de Nash est une notion centrale en théorie des jeux. Elle fut introduite
par John Nash en 1951 ([Nas51]). Cette notion s’applique aux stratégies pures et mixtes. Elle
permet de distinguer des choix probabilistes assimilés a des états stables du jeu. En ce sens, les
équilibres de Nash pourraient correspondre aux choix que peuvent faire les joueurs.

Un équilibre de Nash se définit comme une configuration du jeu d’ou aucun joueur ne peut
s’écarter seul sans encourir une diminution de son gain. Autrement dit, une déviation unilatérale
d’un joueur entrainerait une diminution du gain de ce joueur. Formellement, un équilibre de Nash
se définit de la maniére suivante :

DEFINITION 1.6 (EQUILIBRE DE NASH)
Soit G = (A, C,u) un jeu stratégique, soit o* € A(C') une configuration mixte. c* est un équilibre
de Nash si et seulement si :

Vie A, Vo, € A(C;) mi(0%,,00) < mi(or;,07)

—1) — —17 71

Remarques.
* * % *\ %k
1. On rappelle que (07;,07) = (07,...,07_1,0;,07,1,...,0) = 0"
* * * *
2. De méme, (0% ;,04) = (07,...,07_1,04,07,1,...,00).

3. La configuration (o, ai) correspond donc a la configuration ¢* = (¢*,,0}) ou le joueur

i choisit de jouer sa stratégie o; plutot que sa stratégie o, les autres joueurs conservant
leurs stratégies.

Une des questions importantes concernant 1’équilibre de Nash est son existence pour un jeu
donné. Le théoreme 1.1 suivant répond a la question en affirmant ’existence d’'un équilibre en
stratégies mixtes, quelque soit le jeu (le lecteur intéressé par la preuve peut se référer a [Nas51]).
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THEOREME 1.1 (EXISTENCE D’UN EQUILIBRE DE NASH)
Soit (A, C,u) un jeu stratégique. 1l existe une configuration mixte o* € A(C') qui soit un équilibre
de Nash.

Un jeu admet donc un équilibre de Nash en stratégie mixte. Nous verrons que ce n’est pas
nécessairement le cas si I'on se contente des stratégies pures. D’autre part, un jeu n’admet pas
forcément un unique équilibre de Nash. La définition suivante décrit ’ensemble des équilibres de
Nash d’un jeu.

DEFINITION 1.7 (ENSEMBLE DES EQUILIBRES DE NASH)
Soit G = (A, C,u) un jeu stratégique. On note par Nash(G) I’ensemble des équilibres de Nash
du jeu G.

—1

Nash(G) = {a* e A(C) | Vi€ A, VYo, € AC;) mi(o,,04) < (o a;)}

Remarque. Si on ne travaille qu’en stratégies pures, on s’intéressera plutot a Nash?(G) l'en-
semble des équilibres purs.

Nash?(G) = {c* € H Ci|Vie A, Ve € C; wui(cy, ) <wui(c! c*)}

> —17 Y
i€EA

1.3.1 Méthodes générales de calcul

En toute généralité le calcul d’un équilibre de Nash est un probleme difficile. Nous nous
contenterons d’évoquer les éléments conduisant aux méthodes les plus fondamentales. Le calcul
d’un équilibre de Nash peut étre séparé en plusieurs questions :

e trouver un équilibre de Nash ;
e trouver un ou plusieurs équilibres en stratégies pures, s’ils existent ;
e trouver un ou plusieurs équilibres en stratégies mixtes;

e trouver tous les équilibres de Nash.

La liste de ces questions n’est pas exhaustive et fait appel a des méthodes algorithmiques
différentes qui varient aussi en fonction des caractéristiques des jeux. Il s’agit d’un domaine de
recherche actif qu’il nous semble impossible de couvrir exhaustivement. Le lecteur intéressé peut
se référer au travaux de McKelvey et McLennan dans [MM96]. Nous donnons ici les principes
élémentaires qui permettent de décrire le calcul des équilibres de Nash. Ce calcul se fonde sur
deux notions principales : la notion de meilleure réponse et la notion de jeu réduit par suppression
des stratégies fortement dominées.

Meilleure réponse

Une meilleure réponse d’un joueur a une configuration donnée consiste en la stratégie maximi-
sant le gain de ce joueur. Formellement, une meilleure réponse se définit de la manieére suivante :

DEFINITION 1.8 (MEILLEURE REPONSE)

Soient (A, C,u) un jeu stratégique et i € A un joueur. Soit o_; € HjeA—i A(Cy), une configura-
tion mixte pour les joueurs différents de i. La stratégie o € A(C;) du joueur i est une meilleure
réponse en stratégies mixtes a o_; si, et seulement si :

Vo, € A(CZ) 7TZ‘(O'_Z‘,O'Z') < 7Ti(0'_i70';k)
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Remarque. Si on ne travaille qu’en stratégies pures, une meilleure réponse c; € C; du joueur ¢
a une configuration c¢_; € HjeAf{i} C; vérifie : Ve; € Cy ui(c—i, ¢i) < wi(c—i, cf)

Clairement, une meilleure réponse possede un gain maximal pour une configuration donnée
des stratégies des joueurs adverses. On définit alors (3; qui recherche I’ensemble des meilleures
réponse d’un joueur ¢ € A.

DEFINITION 1.9 (ENSEMBLE DES MEILLEURES REPONSES)
Soient (A,C,u) un jeu et i € A un joueur. La fonction f3; calcule I'ensemble des meilleures
réponses du joueur i aux stratégies des joueurs adverses :

gi: I aw) — 2¢
jEA—i
o_; {(7;k € A(C;) | Vo, € A(Cy) mi(o—iy0i) < ﬂi(a_i,af)}

Autrement dit :
Bi(o—;) = argmam{m(a,i, ai)}
O'iEA(Ci)
Remarque. Si on travaille en stratégies pures, on s’intéressera plutot & (37 l'ensemble des
meilleures réponses de joueur ¢ en stratégies pures.

Yo_; € H A(CJ) ﬁzp(cfz) = {C;K e C; | Ve; € C 7T¢(OL¢,C¢) < ﬂi(Ufi,C;f)}
jeA-{i}
= argmax{m(a_i,ci)}
CiECZ’

L’équilibre de Nash peut alors se formuler différemment en s’appuyant sur la notion de
meilleure réponse. Chaque stratégie est une meilleure réponse aux autres stratégies décrites
dans cette configuration définissant 1’équilibre.

ProposiTIiON 1.1 (EQUILIBRE DE NASH = MEILLEURE REPONSE)
Soit (A,C,u) un jeu stratégique. Soit c* € A(C) une configuration mixte. c* est un équilibre
de Nash si et seulement si toute stratégie choisie pour ’équilibre est une meilleure réponse aux
stratégies des autres joueurs :

Vie A o] € Bi(or;)

PREUVE. La preuve de cette proposition est donnée dans I'annexe D, page 143. |

Stratégie fortement dominée et jeux réduits

La recherche d’un équilibre de Nash s’attache a trouver pour chaque joueur une meilleure
réponse aux stratégies des autres joueurs. Habituellement, la premiere étape lors du calcul des
équilibres de Nash d’un jeu consiste a réduire le jeu, c’est-a-dire supprimer les stratégies qui ne
seront jamais jouées, i.e. les stratégies fortement dominées.

DEFINITION 1.10 (STRATEGIE FORTEMENT DOMINEE)
Soient (A, C,u) une jeu stratégique, et i € A un joueur. Une stratégie fortement dominée pour
le joueur i est une stratégie pure ¢; € C; ayant la propriété suivante :

do; € A(CZ), Ve_; € H Cj ui(c_i,ci) < Wi(c—ivo'z‘)
JEA—i
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Remarque. Ici, on cherche a dominer la stratégie pure ¢; par la stratégie mixte ;. Puisqu’une
stratégie pure peut s’exprimer sous forme de stragie mixte, une stratégie pure peut en dominer
une autre. La propriété de forte domination s’exprime alors plus simplement sous la forme :

30; € Ci, Ve_; € H Cj ui(c,i,ci) < ’LLZ'(Cfl',C;)
jEA—I

Autrement dit, une stratégie c¢; est fortement dominée si quelles que soient les stratégies
adverses, ¢; admet un gain strictement inférieur au gain offert par une stratégie (mixte ou pure)
o;. Le joueur 7 n’a donc aucun intérét a choisir cette stratégie s’il veut maximiser son gain.

Une fois que les stratégies fortement dominées d’un joueur ont été supprimées, on peut
recommencer avec un autre joueur. Lorsque tous les joueurs ont été traité, certaines des stratégies
des joueurs précédents peuvent devenir alors fortement dominées. Un jeu ou I'on aurait supprimé
toutes les stratégies fortement dominées, de maniére récursive et jusqu’a atteindre un point fixe,
est appelé jeu réduit. La recherche des équilibres de Nash s’effectue sur les jeux réduits. L’exemple
1.5 présente la réduction des jeux de I’exemple 1.1.

EXEMPLE 1.5 (REDUCTION DES JEUX DE L’EXEMPLE 1.1)
Considérons les jeux de I'exemple 1.1 détaillés dans le tableau 1.1. Rappelons ici la table de gain
du jeu (a) :

R/J| T; O

Tr | (3,2) (2,1)
Or | (0,0) 3

On remarque en particulier que ur(Tr,Ty) > ur(Or,T;) et ur(Tr,Oy) > ur(ORr,Oy). Au-
trement dit la stratégie pure Op est fortement dominée par la stratégie pure Tr. C’est d’ailleurs
la seule a cette étape. La suppression de la stratégie O nous donne alors le jeu suivant :

R/J| Ty Oy
Tr | (3,2) (2,1)

Dans ce jeu, on peut se rendre compte que uj(Tr,Ty) > uyj(Tr,Oy). La stratégie Oy est
donc fortement dominée. De fait, si on la supprime il ne nous reste que la configuration (T'r, Ty).

RIT| Ty
TR (37 2)

Puisque nous sommes certains qu’un équilibre de Nash existe (au moins au stratégie mixte),
et qu’il ne reste qu’une seule configuration, alors (Tr,Tj) est équilibre de Nash.

Dans le cas des jeux (c) et (d), la réduction nous permet également de calculer directement les
équilibres de Nash : (Tr,Oy) pour le jeu (c) et (Or,Oy) pour le jeu (d). Le jeu (b) est déja sous
forme réduite : UR(TR, TJ) > UR(OR, TJ) mais UR(TR, OJ) < UR(OR, O]), donc Tr et Og ne sont
pas fortement dominées; de méme uj(Tg,Ty) > uy(Tr,Oy) mais uj(Or,Tj) < uy(Ogr,Oy).

1.3.2 Calcul des équilibres purs

Dans le cas ou 'on recherche des équilibres purs, la définition 1.6 s’exprime de la maniere
suivante :
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DEFINITION 1.11 (EQUILIBRES DE NASH PURS)
Soit G = (A,C,u) un jeu stratégique, soit c* € [[,. , C; une configuration pure. c¢* est un
équilibre de Nash pur si et seulement si :

Vie A, V¢ € C; wi(ct;, ) < wui(cy, c)

—17
Le calcul des équilibres de Nash purs peut se fonder sur la recherche de meilleures réponses,
en utilisant la proposition 1.1. Etant donné un agent, cette méthode examine toutes les configu-
rations possibles de stratégies pures des autres joueurs et détermine pour chacune la stratégie
jouée par I'agent. Les équilibres de Nash sont les configurations qui se situent a l'intersection
des meilleures réponses de chacun des agents.

PROPOSITION 1.2 (EQUILIBRES DE NASH PURS)
Soit (A, C,u) un jeu stratégique. L’ensemble des équilibres de Nash purs peut étre calculé ainsi :

N U (c—is i)

€A ci€lljeai C)
ci €Y (c—y)

L’exemple 1.6 suivant présente ce calcul dans le cas des jeux a deux joueurs de ’exemple 1.1.

EXEMPLE 1.6 (CALCUL DES EQUILIBRES DE NASH PURS DU JEU (b) DU TABLEAU 1.1)
Rappelons ici la table de gains du jeu (D).

R/J| T; Oy

Tr | (3,2) (1,1)
Or | (0,0) (2,3)

Puisque ur(Tr,Ty) > ur(Or,Ty), on a Tr € [L(Ty) et méme B4 (T;) = {Tr}. De méme,
puisque ur(Tr,O7) < ur(Og,0j), on a 35%(0;) = {Og}.

De la méme maniére pour Juliette, 35 (Tr) = {Ts} et 85(Or) = {O,}.

L’intersection des configurations nous donne alors Nashg Pensemble des équilibres de Nash
purs du jeu b) :

Nash! = {(Tr,T)), (Or,0,)}

Graphiquement, on peut représenter ce calcul en mettant un <« dans les cases du tableau
correspondant a une meilleure réponse pour Roméo, et un » dans celle correspondant a une
meilleure réponse pour Juliette. Les cases contenant a la fois un <« et un » correspondent a un
équilibre de Nash.

R/J| Ty 0,
Tr | € (3,2) » (1,1)
Or (0,0) <(2,3)»

Existence. Nous avons vu (théoreéme 1.1) que l'existence d’un équilibre de Nash en stratégies
mixtes est certaine. Si 'on se restreint aux équilibres de Nash purs, il existe des jeux qui n’en
possedent pas. L’exemple 1.7 suivant exhibe un tel jeu.

EXEMPLE 1.7 (ROMEO SANS JULIETTE)

Dans cette version, Roméo ne veut plus étre avec Juliette mais Juliette tient a étre avec Roméo.
Un gain de 1 est donc attribué a Roméo s’il est au théatre ou a l’'opéra sans Juliette, un gain de
0 sinon. Les gains sont inversés pour Juliette : 0 si elle est au théatre ou a 'opéra avec Roméo,
et 1 sinon.
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Intuitivement, ce jeu ne peut pas conduire a un consensus incarné par un équilibre de Nash
pur car chaque partenaire a intérét a changer son choix en fonction de celui de I’autre (si Roméo
décide d’aller au théatre, Juliette I'y accompagnera mais dans ce cas Roméo voudra aller a
Popéra, etc.) ; ce qui dans le jeu conduit & bouger de maniére unilatérale vers une autre stratégie
afin d’augmenter son gain.

Sous forme de tableau de gains, le jeu est le suivant (ou les € marquent une configuration
de meilleure réponse pour Roméo, et les » une meilleure réponse pour Juliette) :

R/J| Ty 0,
Tr | (0,1)» «(1,0)
Or | €« (1,0) (0,1)»

Nous voyons alors que l'intersection des meilleures réponses de Roméo et Juliette est vide, il
n’existe pas d’équilibre de Nash en stratégies pures, ce qui confirme notre intuition.

Importance des gains. La recherche des équilibre de Nash purs se fonde sur le principe de
meilleure réponse. La valeur intrinseque des gains n’est pas importante en soit. Pour un joueur
i donné, seul I'ordre des gains u;(c—;, c;) & c—; fixé, influencera les équilibres.

1.3.3 Calcul des équilibres mixtes

Pour les stratégies mixtes, le calcul est plus complexe et différentes méthodes ont été pro-
posées dans la littérature. Le lemme suivant, déduit de la proposition 1.1 sur I’équivalence entre
meilleure réponse et équilibre de Nash, fonde une méthode exacte et classique de calcul des
équilibres mixtes.

LEMME 1.1 (EGALITE DES GAINS)
Soient G = (A, C,u) un jeu stratégique, c* = (c¢*;,0}) € Nash(G) un équilibre de Nash mixte.
Alors :

Vie A, Yk, k) €1 :mi? ( (07 £0 A o7[cF] £0) = mi(07,, k) = mi(o™;, ) )

PREUVE. La preuve de ce lemme est proposée dans l'annexe D, page 143. |

Ce lemme signifie que si la stratégie mixte o; du joueur 7 correspond & une indécision de sa
part entre ses stratégies pures cf et cf/, alors les deux stratégies pures doivent lui apporter le
méme gain. En effet, si I'une des deux stratégies apportait un gain suppérieur a l’autre, le joueur
1 aurait tout intérét a choisir la stratégie qui lui rapporte le plus.

Grace a ce lemme, le calcul des équilibres mixtes de Nash d’un jeu (A, C, u) peut se formuler
comme un systéme d’équations et d’inéquations ou les variables sont les o;(c;) pour i € A
et ¢; € C;. Afin d’exhiber ce systeme d’équations, il convient tout d’abord de déterminer entre
quelles stratégies chaque joueur est indécis. Autrement dit, déterminer pour chaque joueur quelles
sont les stratégies pures qui auront une probabilité non nulle. Ces stratégies sont appelées support

de la stratégie mizte.

DEFINITION 1.12 (SUPPORT D’UNE STRATEGIE MIXTE)
Soit (A, C,u) un jeu stratégique. Soit i € A un joueur et o; € A(C;) une de ses stratégies mixtes.
On appelle support de o; ’ensemble noté D;(o;) et défini par :

DZ(O'Z) = {CZ‘ S CZ‘ ’ O’Z‘[Cz‘] 75 O}
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A Tlaide de la définition du support, on peut exprimer la recherche des équilibres de Nash
mixtes d’'un jeu (A, C,u) par la résolution du systeme d’équations suivant :

DEFINITION 1.13 (SYSTEME D’EQUATIONS)
Soient (A, C,u) un jeu, o € A(C') une configuration mixte. o est un équilibre de Nash mixte si
et seulement si o est solution du systéme d’équations suivant :

O’i(Ci) =0 Ve, € C; — DZ(O')
Uz(d,) > 0 Vd; € DZ(U)
Vie A
Yeec, oilc) =1
Wi(U_z,di) = Wi(d_i,d;) V(dz,d;) S DZ'(O')2
L mi(o_i,d;) > mi(o—i,¢) V(di,ci) € Di(o) x C; — Dj(0)

Importance des gains. Au contraire des équilibres purs, la valeur des gains est primordiale
dans la recherche des équilibres mixtes. En effet, les gains purs apparaissent en tant que co-
efficients des probabilités des stratégies mixtes dans le systeme d’équations précédent. Lors de
la résolution du systeme, la valeur des gains va donc conditionner le résultat, i.e. la valeur de
I’équilibre de Nash mixte.

Complexité. En toute généralité ce systeéme n’est pas linéaire a cause du produit des variables
(dans le calcul des gains ;). Dans le cas d’un jeu a n joueurs, les équations sont de degré n — 1.

De plus, la résolution du systeme présuppose la connaissance du support de chaque agent. Il
faut donc résoudre un systéme pour chaque support existant. Dans le cas d’un agent ayant m
stratégie, le nombre de supports différents est de ’ordre de 2™

Ces grandeurs prises en considérations font que la recherche des équilibres de Nash en
stratégies mixtes est un probleme NP-Complet. L’exemple 1.8 suivant, propose de détailler la
recherche des équilibres de Nash mixtes, pour un jeu a deux joueurs (le systéme est alors linéaire)
ayant respectivement deux et trois stratégies (et donc quatre supports a étudier).

EXEMPLE 1.8
Considérons le jeu entre Roméo et Juliette, ou Juliette a maintenant la possibilité d’aller au
cinéma. Le tableau suivant résume les gains des deux joueurs.

R/J| T; 05 Cy

Tr | (7,2) (2,7) (3,6)
Or | (2,7) (7,2) (4,5)

La premiére chose que ’on peut remarquer est qu’il n’y a pas d’équilibre de Nash pur dans
ce jeu.

Soit o un équilibre de Nash mixte. Il existe alors quatre supports différents pour Juliette :
soit Juliette est en indécision sur ses trois stratégies et D j(o) = {1;,0,C;} ; soit Juliette hésite
entre l'opéra et le cinéma, D (o) = {Oy,C;}; soit Juliette hésite entre le théatre et 'opéra,
Dj(o) ={T;,0;}; soit enfin Juliette hésite entre le théatre et le cinéma, D j(o) = {T;,C}. Le
support de Roméo est Dr(o) = {Tr,ORr}.

Cas 1 : Théatre, Opéra ou Cinéma? Pour que Roméo soit indécis entre ses deux stratégies,
ses gains doivent étre identiques si I'on consideére les stratégies pures : 1r(Tr,07) = Tr(OR,0).
Autrement dit :

Txoy[Ty]+2x0s[0)]+3%x04[C)] =2%x0y[Ty] + 7 x0,[0;] +4 x 0;[Cy]
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Pour que Juliette soit indécise entre ses trois stratégies, les gains espérés lorsqu’elle joue ses
stratégies purs doivent étre égaux : wj(Ty,or) = 75(0j,0r) = 7;(Cy,0R). Soit :

2x oR[TR] + 7 x or[Or] =7 x oRr[TR] + 2 x 0R(Or] = 3 x oR[TR] + 4 X or[OR]
En sachant que og[Tr] + or[ORr] = 1, ce systéme n’admet pas de solution.

Il n’y a donc pas d’équilibre de Nash ot Juliette hésite entre ses trois stratégies.

Cas 2 : Opéra ou Cinéma? Dans ce cas ou Juliette hésite en opéra et cinéma, le systéme
devient, en ce qui concerne les gains :

{WR(TRvo'J) = 7Rr(OR,0)

75(0g,0r) = 7;(Cy,0R)
Soit :
2x04[0)]+3%x04[Cy] = Tx0y[0;]+4x0,[Cy]
7XUR[TR]+2XUR[OR] = 3XO’R[TR]+4XUR[OR]

La résolution mathématique du sytéme des gains donne une unique solution ot o ;[0;] = —
qui n’est pas acceptable (on ne peut pas avoir de probabilité négative).
Il n’y a donc pas d’équilibre de Nash ot Juliette hésite entre I'opéra et le cinéma.

Cas 3 : Théatre ou Opéra? Dans ce cas la, le systéme devient, en ce qui concerne les gains :

{FR(TR,UJ) = 7Rr(OR,0)

7)(Ty,or) = 7;(04,0R)
Soit :
Txoy[Ty]+2x0,[0)] = 2x04[0;]+7x0,[Cy]
QXUR[TR]+7XUR[OR] = 7XO’R[TR]+2XOR[OR]

Le systéme admet une unique solution, o = (o, o) avec or = (3,3) et 07 = (4, 1). Les joueurs

espérent gagner mgr(o) = ms(0) = 3.
Cependant, Si Juliette avait décidé d’aller au cinéma, sont gain aurait été m;(Cy,or) =
6 X % + 5 x % = % > my(o). Autrement dit, en changeant seule de stratégie, Juliette peut

améliorer son gain. Nous ne sommes donc pas en situation d’équilibre de Nash.

Cas 4 : Théatre ou Cinéma? D’aprés le théoreme 1.1 d’existence d’un équilibre de Nash,
on est certain que le systeme du cas 4 admet une solution, puisque aucun des autres n’en admet.
Si Juliette hésite entre théatre et cinéma, le systeme devient, en ce qui concerne les gains :

{WR(TR,UJ) = 7g(Or,07)

m)(Ty,or) = w;(Cy,0R)
Soit :
Txoy[Ty]+3x0,[C)] = 2x0;04]+4x0,[CY]
QXUR[TR]—I—7XUR[OR] = GXO'R[TR]+5><UR[OR]

Le systéme admet une unique solution, ot og = (3[Tg] + 2[OR)) et o5 = (§[Ty] + 3[C;]) et les
joueurs espérent gagner mg(c) = 4 et 7;(c) = 2.
On peut alors vérifier que Juliette gagne plus ici qu’en allant a ’opéra :
1 2 11 16
0y, =TX 42X -=— < —
m1(01,95) 37437353

La configuration ((3[Tr] + 2[Or)), (3[T] + 2[C.])) est équilibre de Nash.

=my(0o)
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1.4 Bilan

Dans ce chapitre nous avons détaillé une représentation des jeux non-coopératifs : les jeux
stratégiques. Ces jeux se caractérisent par la donnée d’un ensemble de joueurs, des différentes
stratégies accessibles pour chacun d’entre eux, et enfin d’une fonction de gains attribuant une
récompense (un gain) a chaque joueur en fonction des différentes stratégies choisies par ces
joueurs. Dans les jeux stratégiques, les joueurs jouent simultanément, en étant parfaitement
informés des stratégies possibles des adversaires, et des gains associés.

L’extension mixte des jeux stratégiques permet de modéliser des phénomenes d’indécision
de la part d’un joueur. En particulier, les stratégies mixtes d’un joueur se définissent par une
distribution de probabilités sur ’espace de ses stratégies classiques, dites pures.

Un des points fondamentaux de la théorie des jeux est la recherche des équilibres de Nash,
autrement dit des situations dans lesquelles chaque joueur est satisfait de la stratégie qu’il a
choisie, au regard des stratégies choisies par ses adversaires. Dans le cadre des jeux stratégiques
en stratégies pures, certains jeux n’admettent pas d’équilibre de Nash. Cependant si I’on se place
dans le cadre de I’extension mixte, le théoreme de Nash affirme qu’une situation d’équilibre existe
toujours.

Nous avons finalement présenté une méthode de calcul des équilibres, soit en stratégies pures,
soit en stratégies mixtes. Dans le cadre pur, la recherche des équilibres se fonde sur 'apparte-
nance, pour chaque joueur, de la stratégie choisie a ’ensemble des meilleures stratégies qu’il
aurait pu jouer. Dans le cadre mixte, la méthode de calcul cherche a résoudre un systeme
d’équations qui affirme ’égalité des gains associés aux stratégies entre lesquelles le joueurs est
indécis.
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Dans ce chapitre nous dressons un état de l'art de la localité d’interaction en théorie des
jeux.

La théorie des jeux possede une vision globale des interactions qu’elle permet de modéliser.
En effet dans un jeu stratégique chaque joueur joue contre tous les autres agents; autrement
dit chaque composant du systéeme étudié (modélisé) est en interaction avec tous les autres. La
notion de localité d’interaction étant essentielle pour I’étude et la modélisation des systemes
complexes biologiques ([SFKT05]), se pose alors la question de son intégration dans la théorie
des jeux, théorie des interactions complexes par excellence.

L’intégration de la localité d’interaction en théorie des jeux couvre un domaine précis. Pour
autant, plusieurs notions de localité existent et sont utilisées suivant les auteurs et les modeles
proposés. Ces modeles se distinguent a la fois sur la méthode permettant de calculer la localité
et sur la nature méme de la localité exhibée.

La localité la plus connue, et historiquement la plus ancienne, est sans aucun doute la localité
spatiale dans les jeuz répétés (que nous détaillons dans 'annexe B). Cependant, notre intérét se
porte plus particulierement sur un type de localité nettement moins étudiée, que nous qualifions
de localité interne, au sens ou elle permet de réorganiser un jeu stratégique afin de prendre en
compte les interactions locales intrinseques a ce jeu. Suivant les auteurs, les motivations pour
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la prise en compte des interactions locales different. Trois principaux domaines d’applications
ressortent cependant.

e Analyse. Dans le cas de 'analyse du systéme, les auteurs s’attachent a mettre en avant des
propriétés locales du systeme et a en étudier la modularité. Ils s’intéressent également a
I'influence que peuvent avoir les propriétés locales, sur le comportement global du systeme.

o Taille du modéle. La localité est également utilisée en tant qu’« outil » permettant d’éviter
la redondance d’informations dans le modele. La localité permet de réduire la taille du
modele, tout en conservant I’ensemble de I'information du modele d’origine. Cette approche
est souvent présentée de paire avec les problemes de complexité du calcul des équilibres de
Nash.

° Equz’libres. Le calcul des équilibres de Nash est une question centrale de la théorie des jeux.
Certains auteurs s’attachent a utiliser la localité interne pour en diminuer la complexité,
pour raffiner les équilibres de Nash, ou bien encore pour investiguer de nouvelles notions
d’équilibres.

La suite du chapire se structure de la maniere suivante. Dans la section 2.1 nous étudions les
représentations servant de support a la localité et que les auteurs définissent pour la modéliser.
Ces supports que nous avons regroupés sous le terme de dépendance se distinguent par les
éléments mis en relation (les agents ou les stratégies), et par les méthodes de calcul employées
pour exhiber cette dépendance. La suite du chapitre s’intéresse plus en détails aux différents
modeles.

La section 2.2 présente les modeles s’appuyant sur une dépendance d’actions calculée soit a
partir des stratégies — section 2.2.1 avec les « Multi-Agent Influence Diagrams » de Koller et
Milch — soit a partir des gains — section 2.2.2 avec les « GNets » de La Mura et les « Action
Graph Games » de Bhat et Leyton-Brown.

Dans la section 2.3 nous nous intéressons aux modeles définissant une dépendance entre
agents. Dans le modele présenté — les « Graphical Games » de Kearns, Littman et Singh — la
dépendance est calculée a partir des gains.

Enfin, la section 2.4 récapitule les spécificités de chaque modele.

2.1 Dépendance

La notion de dépendance permet de décrire la localité d’interaction et unifie sous une notion
unique différentes relations mettant en valeur cette localité. Informellement, elle caractérise une
relation causale entre agents et/ou stratégies et définit leur influence sur les gains et/ou les
stratégies des autres agents. Cette notion sous-tend la caractérisation d’interactions locales car
deux agents qui ne sont pas en dépendance n’interagissent pas pour le résultat du jeu identifié
par I’équilibre de Nash.

Nous avons distingué deux criteres intervenant dans la définition de la dépendance :

e le critére de cible s’intéresse aux éléments (agents ou actions) reliés par la relation de
dépendance,

e le critére de calcul porte sur la méthode employée pour calculer la dépendance (& partir
des gains ou des stratégies).
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(0,0) (1,0) (0,3) (1,3) (0,0) (1,4) (0,2) (1,5)
Fia. 2.1 — Un exemple de jeu sous forme extensive pour la dépendance d’actions

2.1.1 Critere de cible

Le critere de cible permet de déterminer quels sont les éléments reliés par la notion de
dépendance : soient les actions que les joueurs peuvent effectuer — on parle alors de dépendance
d’actions — soient les joueurs eux-mémes — et on parle de dépendance d’agents.

Dépendance d’actions

La dépendance d’actions intervient principalement dans les jeux ou les stratégies des joueurs
sont constituées d’'un ensemble d’actions. La figure 2.1 représente ainsi un jeu a deux joueurs
sous forme extensive. Le joueur 1 joue en premier et a le choix entre deux actions a} et af. Le
joueur 2 peut alors jouer & son tour en choisissant entre al et a3. Une fois que le joueur 2 a joué,
c’est de nouveau au joueur 1 qui a cette fois le choix entre les actions ai et a2. Dans ce cas de
figure, la distinction est faite entre action et stratégie. Une action est un choix local, a un des
neeuds de arbre de décision. Une stratégie sera constitutée d’un ensemble d’actions.

La dépendance d’actions s’intéresse alors a définir des relations entre les actions des joueurs,
telles que de savoir si action ai ou a? influence le choix d’action du joueur 2. Elle permet entre
autre la détermination des actions parmi lesquelles le joueur peut choisir, en fonction des actions
déja choisies, par lui ou les autres joueurs.

Les modeles utilisant la dépendance d’actions sont présentés plus en détails dans la section
2.2. 1l s’agit des « Multi-Agent Influence Diagrams » de Koller et Milch, des « GNets » de
La Mura et des « Action Graph Games » de Bhat et Leyton-Brown.

Dépendance d’agents

La dépendance d’agents étudie 'influence d’un agent sur le reste du jeu, plus précisément sur
les autres joueurs. Elle répond a des questions telles que savoir si un joueur est influencé dans le
choix de ses stratégies, ou dans 'attribution de ses gains, par un autre joueur. La dépendance
d’agents autorise ainsi une vision plus globale que la dépendance d’actions.

Dans I'exemple de la figure 2.1, le joueur 2 joue apres le joueur 1, pour autant, quelle que

soit la stratégie al ou a? du joueur 1 le joueur 2 jouera sa stratégie a2 s'il veut maximiser son
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gain. Le joueur 2 ne dépend donc pas du joueur 1.
Le modele de Kearns, les « Graphical Games », utilise une dépendance d’agents. Il est
présenté dans la section 2.3.

2.1.2 Critére de calcul

Le critere de calcul s’intéresse a la méthode utilisée pour calculer la dépendance. En effet,
étant donné un joueur i, I'influence des autres agents sur celui-ci, i.e. la dépendance de i envers
ces autres agents, peut étre étudiée soit en analysant quelles sont les stratégies jouées par i —
on parle de dépendance par stratégies — soit en regardant les gains de ¢ — on parle alors de
dépendance par gains.

Dans la suite, afin d’illutrer les deux méthodes de calcul, on se placera dans le cas d’une
dépendance d’agents.

Dépendance par stratégies

La dépendance par stratégies est calculée en recherchant la meilleure stratégie a jouer en
fonction des stratégies des autres joueurs. Informellement, dans le cas d’une dépendance d’agents,
un joueur j dépend d’un joueur ¢ si j a besoin de connaitre la stratégie jouée par ¢ pour déterminer
quelle est la meilleure stratégie a jouer. L’exemple 2.1 suivant illustre cette notion.

EXEMPLE 2.1 (DEPENDANCE PAR STRATEGIES)
Considérons le jeu stratégique a deux joueurs dont la représentation sous forme de table est la
suivante :

Si le joueur 2 joue sa stratégie ci, le joueur 1 jouera sa stratégie c3 afin de maximiser son
gain (il gagne ainsi 1, alors qu’il aurait gagné 0 s’il avait joué sa stratégie ci). De la méme fagon,
si le joueur 2 joue c2, le joueur 1 jouera ¢? (pour gagner 3 plutét que 2). Donc quelque soit la
stratégie jouée par le joueur 2, le joueur 1 jouera c3. Le joueur 2 n’influence donc pas la stratégie
jouée par joueur 1; le joueur 1 est indépendant stratégiquement du joueur 2.

Si le joueur 1 joue sa stratégie ci, le joueur 2 jouera sa stratégie ci afin de maximiser son
gain (il gagne ainsi 1, alors qu’il aurait gagné 0 s’il avait joué sa stratégie c3). Si le joueur 1
joue c2, le joueur 2 jouera c3. La meilleure stratégie & jouer pour le joueur 2 étant donné la
stratégie du joueur 1 dépend donc de la stratégie du joueur 1. On dit alors que le joueur 2
dépend stratégiquement du joueur 1.

La définition formelle de la dépendance d’agents par stratégies est la suivante :

DEFINITION 2.1 (DEPENDANCE D’AGENTS PAR STRATEGIES)
Soit (A,C,u) un jeu. Etant donnés (i,j) € A2, deux joueurs, on note idsj la relation de
dépendance stratégique de j envers i (autrement dit I'influence de i sur j) :

(i, j) € A® <i5sj & degpye ] Ce 3 d) €eCl Bl gy, ci) # B (c_qijy ) )
ke A—{ij}

avec ﬁf la fonction de meilleure réponse en stratégie pure du joueur j (définition 1.8, page 25).
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Remarque. 11 convient de rapprocher la dépendance d’agents par stratégies de la notion de
domination vue dans le chapitre précédent. En effet, si le joueur j ne dépend pas du joueur i,
les meilleures réponses de j seront les mémes quelle que soit la stratégie de i. Pour autant, les
meilleures réponses de j ne dominent pas nécessairement ses stratégies non meilleures réponses
(dans I'exemple précédent, c7 domine fortement ct).

Autrement dit, dans un jeu sous forme réduite (ou toutes les stratégies fortement dominées
ont été supprimées), les agents ne sont pas nécessairement dépendants. Dans la table de gains
suivante le jeu est sous forme réduite, et pourtant, 2 §,1.

T
1

(1,1) )
| (1,0) (3,1)

La dépendance par stratégies est utilisée, dans le cadre d’une dépendance d’actions, par
Koller et Milch, dans les « Multi-Agent Influence Diagrams » (section 2.2.1).

Dépendance par gains

La dépendance par gains est calculée en étudiant les gains d’un agent. Informellement, dans
le cas d’'une dépendance d’agents, un joueur j dépend par gains d’un joueur i (id,j) si j a besoin
de connaitre la stratégie jouée par ¢ pour déterminer son gain.

DEFINITION 2.2 (DEPENDANCE D’AGENT PAR GAINS)
Soit (A, C,u) un jeu stratégique. Etant donnés (i, j) € A?, deux joueurs, on note i6,j la relation
de dépendance par gains de j envers i :

V(i) € A2 iduj & end) € CF e € Oy uylemisai) £ uyleind)) )

EXEMPLE 2.2 (DEPENDANCE PAR GAINS)
Considérons la table de gains suivante.

Quelle que soit la stratégie jouée par le joueur 2, si le joueur 1 joue c} il obtient un gain de 0, et
un gain de 1 s’il joue 3. Donc le joueur 1 ne dépend pas par gains du joueur 2.

Si le joueur 2 joue sa stratégie c3, il gagne 1 si le joueur 1 joue cl, et 0 si le joueur 1 joue c3.
Donc le joueur 2 dépend pour ses gains du joueur 1.

La dépendance par gains est utilisée d’une part par La Mura dans les « GNets » et par Bhat
et Leyton-Brown dans les « Action Graph Games » (dépendance d’action, section 2.2.2), et
d’autre part par Kearns, Littman et Singh dans les « Graphical Games » (dépendance d’agent,
section 2.3).

Relations entre dépendance par gains et dépendance par stratégies

La dépendance par stratégies permet de capturer les agents qui influencent un joueur au
niveau de ses choix. Le joueur doit savoir ce que font les agents (connaitre leurs stratégies) avant
de pouvoir décider quoi faire (quelle stratégie choisir).
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La dépendance par gains est une notion plus précise, au sens ou elle s’intéresse a ce que
gagne le joueur, et non plus a ce qu’il doit jouer pour maximiser son gain.

Ainsi, il n’existe pas d’équivalence entre ces deux notions. La dépendance par gains caractérise
un changement de gain en fonction d’un changement de stratégie du joueur a l'origine de la
dépendance. Or cette modification n’entralne pas nécessairement une modification du choix
final de la stratégie jouée, comme le montre ’exemple suivant.

EXEMPLE 2.3 (id,j # i0s7)
Considérons la table de gains suivante décrivant un jeu a deux joueurs.

1/2‘ c% c%

ci | (0,0) (1,1)
| (1,0) (2,2)

Puisque us(ct, c}) # ua(c?, c}) on déduit que 15,2. Cependant, B5(cl) = {c3} = B5(c?), et donc
1 §42.

Cependant, la dépendance par stratégies implique la dépendance par gains comme ’exprime
le théoreme suivant.

THEOREME 2.1 (&5 = dy,)
Soit (A, C,u) un jeu stratégique, alors :

V(ij) € A2 idyj = ibuj )

PREUVE. La preuve de ce théoreme est donné dans ’annexe D, page 144. |

2.2 Dépendance d’actions

Dans cette section nous nous intéressons aux modeles définissant une dépendance d’actions.
La section 2.2.1 présente les « Multi-Agent Influence Diagrams » de Koller et Milch ou une
dépendance d’actions par stratégies est utilisée. Dans la section 2.2.2, c’est une notion de
dépendance d’actions par gains qui est définie par La Mura dans les « GNets » et par Bhat
et Leyton-Brown dans les « Action Graph Games ». Apres avoir présenté le contexte d’applica-
tion, nous nous intéressons a la définition du modele. Un exemple canonique est alors présenté
avant d’étudier la maniére dont les auteurs prennent en compte la localité et les dépendances,
en particulier dans le cadre de la recherche d’équilibres.

2.2.1 Dépendance d’actions par stratégies

Le modele présenté ici, les « Multi-Agent Influence Diagrams » de Koller et Milch, s’intéresse
a une définition stratégique de la dépendance.

« Muti-Agent Influence Diagrams » (Koller et Milch)

Contexte. Dans [KMO01, KM03], Daphne Koller et Brian Milch proposent les « Multi-Agent
Influence Diagrams », ou MAIDs. Les MAIDs modélisent des jeux non coopératifs, et étendent
les modeles graphiques probabilistes (réseaux bayésiens) et les diagrammes d’influence.
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o Les réseaur bayésiens, et plus généralement les modeles graphiques probabilistes, sont des
techniques de représentation utilisées en théorie de la décision. Ils représentent le monde
au travers un ensemble de variables, pouvant prendre certaines valeurs (discrétes ou conti-
nues). Chaque état possible du monde est représenté par lattribution d’une valeur & cha-
cune des variables. Les relations entre les variables sont représentées par un graphe. Dans
ce graphe, les relations de cause a effet ne sont pas déterministes mais probabilistes : une
cause n’implique pas systématiquement un effet, mais indique simplement une probabilité
qu’il arrive.

e Les diagrammes d’influence étendent les réseaux bayésiens en considérant un agent (et
un seul) devant prendre des décisions en accord avec ses préférences. Les diagrammes
d’influence ajoutent ainsi au réseaux bayésiens des variables de décision et des variables
de gain représentant les choix et les préférences de 'agent.

Les MAIDs étendent les diagrammes d’influence en considérant la possibilité que plusieurs
agents prennent des décisions, se caractérisant par un choix a faire entre différentes actions. Les
MAIDs ont pour but de capturer explicitement la structure d’un jeu, i.e. de déterminer quelles
sont les variables du jeu et d’organiser ces variables en définissent une relation de dépendance
entre elles, la pertinence stratégique (« strategic relevance »). Koller et Milch proposent un
critere graphique pour calculer cette dépendance qui permet de décomposer un jeu de départ
en un ensemble de jeu plus petits et de calculer les équilibres de Nash du jeu initial a partir des
équilibres de Nash des petits jeux.

Modele. Dans les MAIDS plusieurs agents prennent des décisions. Celles-ci se caractérisent,
pour un agent, par un choix a faire entre plusieurs actions ; de plus un agent peut avoir a prendre
plusieurs décisions.

Un MAID se représente par un graphe contenant trois types de nceuds, i.e. trois types de
variables, décrivant le monde sur lequel peuvent agir les agents.

e Les variables de chance (sous forme d’ovales) correspondent aux décisions de la nature,
i.e. des décisions sur lesquelles les agents n’ont pas d’influence.

e Les variables de décision (sous forme de rectangles) décrivent les situations ou un agent
doit faire un choix. A chaque variable de décision sont donc associées les actions parmi
lesquelles un agent peut choisir et a un agent peuvent étre associées plusieurs variables de
décision.

e Les variables de gain (sous forme de losanges) décrivent les gains des agents. La décom-
position des gains est ici additive, autrement dit, le gain total d’un agent équivaut a la
somme de ses variables de gain.

Ces variables sont reliées par des arcs, formant un graphe orienté acyclique.

e Les parents d’une variable de décision permettent de définir ce que connait I'agent au
moment ou il prend sa décision.

e Les parents d’une variable de chance décrivent une distribution probabiliste (la probabilité
avec laquelle la variable de chance se produit dépend de ses parents).

e Les variables de gain ne peuvent étre parents d’'une autre variable.

A chaque variable de décision d’un joueur est associée une régle de décision. Cette regle
donne une distribution de probabilités sur les actions associées a le variable de décision. La
distribution dépend des parents de la variable et indique les probabilités que ’agent choisisse les
différentes actions. Une stratégie, pour un agent donné, revient a attribuer une regle de décision
a chacune des variables de décision de 1’agent.
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ArbreMalade

ArbreMort

En noir les variables associées a Alice, en gris celles de Bob. En pointillés les arcs d’observation.

F1a. 2.2 — MAID correspondant au jeu « Alice, son patio et Parbre de Bob » (exemple 2.4)

Pour un jeu donné, sa représentation sous forme de MAID n’est pas plus importante que
sous forme extensive. Elle est méme possiblement exponentiellement plus compacte.

Exemple. L’exemple 2.4 est un énoncé proposé par Koller et Milch afin d’illustrer ces notions.
Il met en jeu deux agents (Alice et Bob) ayant & prendre respectivement deux décisions, et une
seule décision. La représentation sous forme de MAID est proposée figure 2.2.

EXEMPLE 2.4 (ALICE, SON PATIO ET L'ARBRE DE BOB)

Alice désire construire un patio derriére sa maison. Le patio a d’autant plus de valeur qu’Alice a
une vue dégagée sur I’'océan. Malheureusement un arbre dans le jardin de son voisin Bob bloque
la vue. Alice envisage d’empoisonner I'arbre, ce qui lui demande un effort, mais peut rendre
Parbre malade. Bob ne peut pas dire si Alice a empoisonné ’arbre, mais il peut voir si I’arbre
est malade. Il a la possibilité d’appeler un médecin (a un certain cotit). La venue d’un médecin
réduit les chances que I'arbre meurt pendant I’hiver. Alice doit prendre une décision pour la
construction de son patio avant que I’hiver n’arrive. Quand elle prend sa décision, elle sait si un
médecin est venu, mais ne peut pas voir dans quel état est ’arbre.

Localité et dépendance. Pour profiter de la localité apportée par la description sous forme
de MAID, Koller et Milch proposent la notion de pertinence stratégique entre les variables de
décision. Ainsi, dans ’exemple 2.4, pour qu’Alice décide d’empoisonner ou non 'arbre de Bob,
elle doit comparer ses gains espérés dans les deux situations. Cependant, le gain espéré dans
le cas ou Alice empoisonne ’arbre dépend de la probabilité que I’arbre meurt, sachant qu’il
a été empoisonné. Et cette probabilité dépend elle méme de la probabilité que Bob appelle
un docteur s’il observe que I'arbre est malade. Donc, Alice doit connaitre la regle de décision
de la variable AppelerMédecin pour décider de sa meilleure action a jouer au moment de la
variable EmpoisonnerArbre. Dans cette situation, on dit que AppelerMédecin est pertinent
par rapport & EmpoisonnerArbre, autrement dit que la variable (I’action) EmpoisonnerArbre
dépend stratégiquement de la variable (I’action) AppelerMédecin.

Koller et Milch proposent alors un critere graphique — la s-atteignabilité — ne dépendant que
de la structure du MAID et permettant de calculer le graphe de pertinence (i.e. de dépendance)
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EmpoisonnerArbre <—| AppelerMédecin I—» ConstruirePatio

| En noir les variables associées a Alice, en gris celle de Bob.

F1a. 2.3 — Graphe de pertinence du jeu entre Alice, son patio et I’arbre de Bob (exemple 2.4)

(voir figure 2.3 pour le graphe de dépendance de 'exemple 2.4).

Equilibres. Koller et Milch utilisent le graphe de pertinence pour présenter un algorithme
« diviser pour régner » et calculer les équilibres de Nash. Dans le cas des MAIDs, trouver un
équilibre de Nash revient & optimiser chacune des variables de décision, c¢’est-a-dire trouver pour
chacune des variables de décision la meilleure action a jouer.

Dans le cas ou le graphe de pertinence est acyclique, un ordre topologique peut étre calculé, ce
qui permet d’exhiber les variables de décision indépendantes, qui peuvent donc étre optimisées.
On s’intéresse alors aux variables qui ne dépendant que de celles que ’on vient d’optimiser. Par
récursivité, on peut ainsi traiter I’ensemble des variables, et calculer les équilibres de Nash.

Dans le cas ou le graphe de dépendance est cyclique, Koller et Milch s’intéressent aux com-
posantes fortement connexes du graphe de dépendance, et appliquent un algorithme similaire au
précédent.

2.2.2 Dépendance d’actions par gains

Les modeles présentés ici, les « Game Networks » de La Mura et les « Action Graph Game »
de Bhat et Leyton-Brown, s’intéressent a la définition d’une dépendance d’actions calculée a
partir des gains.

« Game Networks » (La Mura)

Contexte. Dans [LMO00], Pierfrancesco La Mura s’intéresse a représenter de maniére modulaire
des jeux. Il propose une nouvelle classe de représentation graphique, les « Game Networks »,
ou GNets, qui se veut plus structurée et plus compacte que les représentations classiques (i.e. la
forme stratégique et la forme extensive).

Les GNets sont inspirés d’une représentation pour les probléemes de décision mono-agent, les
« Ezpected Utility Networks » (EU Nets), qui généralise les réseaux markoviens.

o Les réseaux markoviens définissent un processus stochastique, c’est-a-dire un processus
ou la prédiction du futur a partir du présent ne nécessite pas la connaissance du passé.
Autrement dit, en notant X; la valeur d’une variable & un instant ¢, les réseaux markoviens
possedent la propriété que P(X,,+1 = x| Xo, ..., Xn) = P(Xnt1 = z|X,,), i.e. la probabilité
que la variable X ait la valeur z a I'instant n 4 1 ne dépend que de la valeur de la variable
X alinstant n, et non de sa valeur aux instants précédents.

e les EU Nets étendent les réseaux markoviens et exploitent une notion d’indépendance
stratégique entre décisions afin de les décentraliser : un agent compliqué peut étre remplacé
par un ensemble d’agents plus simples, indépendants.

Les GNets étendent les EU Nets en permettant de capturer les relations causales entre les
événements. Autrement dit, les GNets généralisent les réseaux bayésiens (qui ont une approche
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probabiliste de la causalité), de la méme maniere que les EU Nets généralisent les réseaux
markoviens. La Mura s’intéresse alors a la notion d’équilibre dans les GNets, et présente des
méthodes de convergence pour le calcul des équilibres de Nash.

Modele. Les GNets se définissent par la donnée d'un graphe dont les sommets sont appelés
par La Mura variables de décision. Ces variables correspondent aux actions accessibles a un
ensemble d’agents. Au graphe est associé un partitionnement des sommets, qui indique quel
agent décide a chaque variable de décision. Deux types d’arcs existent dans le graphe :

e les arcs causals, orientés, capturent les relations de causalité entre les variables de décision ;

e les arcs de préférence, non orientés, indiquent les dépendances de gains entre les variables
de décision.

Enfin, a chaque sommet sont associées deux valeurs :

e p identifie un systeme de probabilité conditionnelle qui dépend des parents de la variable
de décision dans le graphe de causalité;

e w représente le potentiel de gain de la variable de décision et dépend de ses voisins dans le
graphe de préférence. Le potentiel de gain est un coefficient multiplicateur par rapport a
un point référence du jeu. Pour déterminer le coefficient global d’un joueur, on multiplie les
potentiels de gains associés a ses différentes actions. Le gain final est obtenu en multipliant
le potentiel de gain global par le gain du point de référence.

Exemple. L’exemple 2.5 est proposé par La Mura pour présenter les GNets. Dans cet exemple,
le joueur 2 observe le joueur 1 et décide ensuite de son action. La figure 2.4 explicite les
représentations sous forme extensive et sous forme GNet de ce jeu.

EXEMPLE 2.5 (BAGARRE AU BAR (« THE BEER/QUICHE GAME »))

Dans ce jeu, la Nature décide du type du joueur 1 qui peut étre fort (F) ou faible (—F). Le
joueur 1, qui connait son type, va dans un bar et commande soit une biére (B) soit une quiche
(—B). Dans le bar se trouve le joueur 2, qui est une brute et donc aime bien se battre avec les
personnes faibles. Aprés avoir observé la commande du joueur 1, le joueur 2 décide de déclencher
un combat (C') ou non (—C'). Si le joueur 1 est fort, il ripostera, et le joueur 2 préfére ne pas se
battre. Le joueur 1 préfére toujours éviter le combat, mais d’autant plus qu’il est faible. Enfin,
les joueurs forts préférent la biére, et les joueurs faibles la quiche.

Dans cet exemple, pour la représentation GNet, le point de référence est —F, —B, —C qui
assure un gain de (12,2), i.e. le joueur 1 gagne 12 et le joueur 2 gagne 2, comme indiqué sur la
forme extensive. Plagons-nous dans la situtation £, —B, C, et cherchons & calculer le gain des
deux joueurs :

u(F,—B,C) = (ul(F,—B,C),ug(F,—B,C))

Pour le joueur 1 :

ul(F, —B,C) = wl(—B|F) X wl(C\F) X ul(—F, —B, —C) =

Wl N
N

Pour le joueur 2 :
1
UQ(F,—B,C) = w2(0|F) X UQ(—F, —B,—C) = 5 x2=1

D’ou u(F,—B,C) = (4,1) qui correspond bien au gain indiqué par la forme extensive.
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w1 (C| - F)
(| - F)

=
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H D= I

[\

w2

(6,1) (12,2) (4,1) (8,2) (2,4) (8,2) (3,4) (12,2)
Forme extensive GNet

Les sommets noirs correspondent aux actions du joueur 1, les sommets gris a celles du joueur
2. Dans la forme extensive, les sommets reliés par des pointillés sont équivalents pour le joueur
2 qui ne connait pas le type du joueur 1. Dans le GNet, le point de référence est —F,—B,—C,
les potentiels de gains sont donnés par rapport a ce point de référence.

F1a. 2.4 — Forme extensive et GNet du jeu « Bagarre au bar » (exemple 2.5)

Localité et dépendance. La Mura utilise un notion de dépendance d’actions (ou ici de
variables de décision) calculée a partir des gains. Les deux types d’arcs composant un GNet
permettent de capturer a la fois une indépendance probabiliste — au travers des arcs causals,
un agent prend une décision en ne connaissant que les décisions prises par ses parents dans le
graphe de causalité — et un indépendance de gains — au travers des arcs de préférence, le gain
d’un agent ne dépend que des décisions prises par ses voisins dans le graphe de préférence.

Deux variables de décision qui vérifient a la fois la dépendance causale et la dépendance
de gains sont dites « strategically independant », et peuvent effectivement étre décentralisées,
c’est-a-dire remplacées par un ensemble d’agents, plus simples.

Equilibres. La Mura utilise les GNets pour accélérer le calcul des équilibres de Nash. 11 détaille
en particulier un algorithme pour identifier un équilibre unique en tant que fonction des gains.
Pour cela, il étudie la convergence vers 0 d’'un vecteur d’actions, en supposant que la probabi-
lité d’une action augmente ou diminue proportionnellement & son gain, tout en respectant les
autres actions possibles. La Mura présente également une méthode dérivée de la précédente pour
identifier tous les équilibres de Nash.

« Action Graph Games » (Bhat et Leyton-Brown)

Contexte. Dans [BLB04], Navin Bhat et Kevin Leyton-Brown posent spécifiquement le pro-
bleme de la réduction de la complexité du calcul des équilibres de Nash. Plus précisément,
ils proposent un modele compacte de représentation des jeux stratégiques, les « Action-Graph
Games » (AGG), ou une relation de voisinage est définie entre les actions des joueurs. Ce
voisinage est utilisé pour définir une indépendance d’actions par gains et un algorithme de
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En noir les actions d’un vendeur de chocolat, en blanc celles d’un vendeur de vanille.

F1a. 2.5 — AGG correspondant au jeu entre les vendeurs de glace (exemple 2.6)

calcul des équilibres de Nash.

Modele. Les AGGs proposés par Bhat et Leyton-Brown se rapprochent de la définition des
jeux stratégiques vue dans le chapitre 1. Un AGG se définit par la donnée d’un quadruplet
(N,C,v,u) :

e N est un ensemble d’agents.

o C =]],cn Ci. Chaque agent i a acces a un ensemble de stratégies C;, mais on s’intéresse
plutot a 'ensemble des actions distinctes possibles du jeu : S = J; o Ci.

e v C S x S définit une relation de voisinage, orientée, entre les actions éléments de S.

e u: S XA — R est la fonction de gains. A est I’ensemble de toutes les distributions
possibles, ot une distribution indique combien d’agents choisissent chaque action.

Le probleme indexé par Bhat et Leyton-Brown se différencie donc des jeux stratégiques
classiques. D’une part, les joueurs ont tendance a avoir des actions communes, d’ou 'utilisation
de 'ensemble S plutét que C. D’autre part, la fontion de gains dépend du nombre d’agents
réalisant une certaine action et non pas de quels agents réalisent cette action.

Exemple. L’exemple 2.6 proposé par Bhat et Leyton-Brown illustre la définition des AGGs.
Il met en jeu un grand nombre d’agents (n), pour autant, I’AGG associé (figure 2.5) est de taille
réduite.

EXEMPLE 2.6 (LES VENDEURS DE GLACE : VANILLE OU CHOCOLAT 7)

n vendeurs de glace veulent s’installer sur une plage. Ils ont accés a quatre emplacements dispo-
nibles. Chaque vendeur vend soit des glaces a la vanille, soit des glaces au chocolat. Les vendeurs
de chocolat (respectivement vanille) réagissent négativement a la présence d’un autre vendeur
de chocolat (respectivement vanille) au méme emplacement ou sur un emplacement voisin. Ils
réagissent au contraire positivement a la présence d’un vendeur de vanille (respectivement cho-
colat).

Les AGGs modélisent ce probleme par la définition de deux types d’agents (vanille ou cho-
colat). Chaque agent a acces a quatre stratégies (actions) puisque quatre emplacements sont
disponibles. La figure 2.5 décrit le graphe de voisinage associé.

Dans le cadre d'un jeu stratégique, la modélisation aurait défini n agents correspondant aux
n vendeurs de glace. Chaque agent aurait acces a huit stratégies, correspondant a la vente de
glace a la vanille ou au chocolat sur I’'un des quatre emplacement disponible.
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On peut remarquer, dans le cadre de la représentation du AGG, que celle-ci est indépendante
du nombre de joueurs. En fait, le nombre de joueurs intervient, mais uniquement dans la
définition de la fonction de gains u. En effet, u : S x A — R avec A l'ensemble de toutes
les distributions possibles. Une distribution indique combien d’agents choisissent une action.
Donc, plus le nombre de joueurs est grand, plus le nombre de distributions est important et plus
I’ensemble de départ de la fonction de gains est large.

Localité et dépendance. Dans les AGGs, la localité et la dépendance sont capturées par le
graphe de voisinage. Ce graphe met en relation les actions qu’un agent peut effectuer, et sert a
déterminer l'influence d’une action sur le gain des joueurs. Le graphe de voisinage définit donc
une relation de dépendance d’actions par gains. La fonction de gains et la relation de voisinage
sont liées par le fait que quels ques soient les agents ¢ et j, le gain de ¢ est indépendant de I'action
de ’agent j, si 'agent j choisit une action non voisine de ’action de ’agent i. En particulier
dans le jeu des vendeurs de glace, si un agent s’installe a I’emplacement le plus a gauche, il ne
sera pas affecté par ce que pourrait vendre le vendeur installé sur I’emplacement le plus a droite.

E‘quilibres. Utilisant en particulier le graphe de dépendance, Bhat et Leyton-Brown pro-
posent de nouveaux algorithmes pour calculer les équilibres de Nash par des méthodes itératives
(« continuation methods »). Ces méthodes sont tres utilisées lorsque la solution & un systéme
perturbé d’équations est connu, et que ’on recherche la solution du systéme non perturbé. Dans
le cas des jeux, on construit une suite de jeux dont la fonction de gain dépend d’un parametre
unique A, et telle que A = 0 correspond au jeu qui nous intéresse, et A = 1 correspond a un jeu
dont on connait la solution. Les « continuation methods » partent de la solution connue, et font
décroitre le parametre A jusqu’a arriver au jeu qui nous intéresse.

Ces méthodes itératives nécessitent le calcul d’une matrice Jacobienne de la fonction de gain,
qui dépend du degré entrant le plus élevé dans le graphe de voisinage (et non pas du nombre
total de sommets). Le temps de calcul peut étre optimisé a I’aide du graphe de voisinage, et par
le fait que la fonction de gains des AGGs ne dépend que du nombre d’agents choisissant une
action (et non pas de l'identité de ces agents).

Ces méthodes se trouvent particulierement efficaces dans le cas des jeux fortement symé-
triques (ou tous les agents ont acces aux mémes stratégies), le calcul de la matrice Jacobienne
devenant alors efficace, i.e. povant s’effectuer en temps polynomial.

2.3 Dépendance d’agents

Dans cette section nous nous intéressons aux modeles utilisant une notion de dépendance
d’agents. Le seul modele rentrant dans cette catégorie est le modele de Kearns, Littman et Singh,
les « Graphical Games », ou la dépendance est calculée a partir des gains.

« Graphical Games » (Kearns, Littman et Singh)

Contexte. Dans [KLS01], Michael Kearns, Michael Littman et Satinder Singh s’intéressent a la
modélisation de problemes de théorie des jeux mettant en interactions un grand nombre d’agents.
Pour ce faire, ils développent les « Graphical Games » ou GGs, qui sont une représentation plus
compacte, mais tout aussi générale, que les représentations classiques. Ils présentent également
des algorithmes pour manipuler les GGs, et calculer des équilibres de Nash.
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Ménélas Hélene Paris

Stratégies | Gains Stratégies Gains Stratégies | Gains
M H M M H P H H P P
0 0 - 0 o0 o0 - 0 0 -
0 1 - 0 0 1 - 0 1 -
1 0 - 0 1 0 - 1 0 _
1 1 - 0 1 1 - 1 1 .

1 0 0 -

1 0 1 -

1 1 0 -

1 1 1 -

Les matrices de gains sont vides, mais permettent d’apprécier la compacité de la représentation.
F1G. 2.6 — GG de la guerre de Troie (exemple 2.7)

Modele. Les GGs se fondent sur les jeux stratégiques, auxquels ils sont totalement équiva-
lents. Kearns, Littman et Singh présentent les GGs en stratégie 0/1 (ou chaque joueur n’a que
deux stratégies), mais indiquent que la représentation peut s’étendre a plus de stratégies.

Les GGs s’appuient sur un graphe non orienté ou chaque sommet représente un joueur. A
chacun des sommets est associée une matrice représentant la table de gains de ce joueur/sommet.
A la différence des jeux stratégiques, la table de gains d’un joueur dans les GGs n’est indexée
que par les voisins de ce joueur dans le graphe. Les gains d’un joueur sont ainsi entierement
déterminés par sa stratégie et les stratégies de ses voisins

Un GG pour un jeu a n joueurs est donc défini par la donnée d’un graphe de voisinage a n
sommets, et n matrice de gains de taille réduite.

Exemple. L’exemple 2.7 et la figure 2.6 illustrent la définition des GGs. Il met en jeu trois
joueurs, mais mais seul un d’entre eux est influencé par les deux autres.

EXEMPLE 2.7 (LA GUERRE DE TROIE)
Héléne, I’épouse du roi Ménélas, a été enlevée par Paris, le Troyen. Ménélas recherche sa femme.
Paris veut la garder captive.

Sans entrer dans le détail des gains associés a ces situations, la figure 2.6 présente le graphe
de voisinage, et la forme des matrices de gains associées aux agents/sommets. On peut noter
que, dans le cas d’un représentation sous forme normale, chacune des matrices de gains seraient
indexées par les trois joueurs.

Localité et dépendance. La localité des GGs est intégrée directement dans la structure du
graphe de voisinage. Etant donné un joueur, tous les agents susceptibles de I'influencer, quant
ces gains, sont ses voisins dans le graphe. La relation de voisinage est donc bien ici une notion
de dépendance d’agents par gains.
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Dépendance

Par stratégies Par gains Par gains
: PAR :
jm= = - Ly fmmmm = 1 r———-- A 1
I MAIDs 1| Action-Graph : I GNets | : Graphical :
: : : Games I : : I Games I
[ Il I [ | |
[ Il I [ | |
: Koller : : Bhat : : La Mura : : Kearns :
I Milch 1 Leyton-Brown | | I I Littman I
| ! § | S
: [KMO1] : : [BLBO4] : : [LMOO0] : : [KLS01, LKSO01] :
1 [KMO3] 1 ! | | [OK02] I
L

Fi1G. 2.7 — Vue d’ensemble des interactions locales en théorie des jeux stratégiques

Equilibres. Les GGs sont totalement équivalents aux jeux stratégiques. De fait, le théoreme
de Nash (théoréme 1.1) vu dans le chapitre 1 peut s’appliquer : il est certain quun équilibre
existe dans un GG.

Kearns, Littman et Singh s’attachent alors a identifier des structures du graphe de voisinage
pour lesquelles il existe des algorithmes permettant un gain calculatoire significatif lors de la
recherche des équilibres de Nash.

En particulier, dans le cas ou le graphe de voisinage est un arbre, Kearns, Littman et Singh
proposent un algorithme exponentiel pour calculer tous les équilibres de Nash. Dans [LKSO01],
ils présentent un algorithme efficace (polynomial en nombre d’agents) permettant de calculer
un équilibre. Dans le cas ou le graphe de voisinage admettrait des cycles, Luis Ortiz et Kearns
proposent dans [OK02] des algorithmes itératifs de calcul d’équilibres de Nash approchés.

2.4 Bilan

Les modeles que nous avons présentés ont pour point commun la définition d’une notion
de dépendance pour capturer la localité d’interaction dans les jeux stratégiques. Néanmoins,
ils different sur de nombreux points tels que les domaines d’inspiration ou d’application, les
méthodes de séparation des gains, ou encore les raisons du développement du modele. Le tableau
2.1 synthétise ces différentes informations. La figure 2.7 propose une vue d’ensemble des modeles
intégrant la localité d’interactions en théorie des jeux stratégiques.
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Dans ce chapitre nous nous intéressons aux définitions et principaux outils utilisés dans les
réseaur de jeut.

Les réseaux de jeux s’appuient sur les jeux stratégiques avec la particularité que les joueurs
peuvent participer & plusieurs jeux simultanément. Chaque jeu du réseau permet de décrire
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les interactions locales qui interviennent entre les agents de ce jeu. Il devient alors possible
de définir des groupes d’interactions, un joueur peut ainsi interagir localement avec différents
groupes d’agents — le joueur participe a plusieurs jeux avec les différents agents — sans que ces
agents n’interagissent entre eux — il n’existe pas de jeux entre les agents.

Apres avoir présenté les spécificités des réseaux de jeux en ce qui concerne les gains et les
stratégies, la section 3.1 en donne la définition formelle. Elle détaille également la représentation
graphique que nous avons définie afin de fournir un support visuel a la description d’un réseau
de jeux et se termine sur un exemple de réseau a trois joueurs et deux jeux.

La section 3.2 s’attarde sur la notion de localité dans les réseaux de jeux, et compare, sur un
exemple, la modélisation par un réseau de jeux et par un jeu stratégique.

La section 3.3 discute des équilibres dans les réseaux de jeux. Ces équilibres se définissent a
deux niveaux : les équilibres locaux sont les équilibres de Nash de chacun des jeux du réseau,
alors que les équilibres globaux définissent une situation d’équilibre pour tous les joueurs et tous
les jeux du réseau. Cette section présente également la méthode de calcul des équilibres globaux
a partir des équilibres locaux.

Dans la section 3.4 nous discutons de la notion de dépendance dans les réseaux de jeux. Alors
que la localité est directement capturée par la structure du réseau de jeux, la dépendance nous
permet d’étudier I'influence des agents les uns envers les autres.

Au contraire de la théorie des jeux ou il existe toujours un équilibre de Nash, il est possible
de construire des réseaux de jeux n’admettant pas d’équilibre global. La section 3.5 utilise la
notion de dépendance pour présenter des conditions suffisantes d’existence d’un équilibre global.
Elle s’intéresse particulierement aux agents auto-indépendants, ¢.e. aux agents qui ne dépendent
pas d’eux-mémes.

Enfin, la section 3.6 situe les réseaux de jeux dans le paysage des modeles de ’état de ’art,
notamment par rapport aux « Graphical Games » de Kearns, Littman et Singh, et aux « Multi-
Agent Influence Diagrams » de Koller et Milch. Nous redonnons également la figure et le tableau
résumé du chapitre état de I'art (chapitre 2) en y intégrant les réseaux de jeux.

3.1 Modéle

3.1.1 Définition formelle

Les réseaux de jeux se fondent sur les jeux stratégiques du chapitre 1 avec la particularité
qu’un agent peut participer a plusieurs jeux simultanément.

Gains. A chacun des jeux d’un réseau de jeux est associée une fonction de gains dont les
parametres correspondent aux stratégies des joueurs qui participent au jeu, et non a celles de
tous les joueurs du réseau. Les agents voient ainsi leurs gains partagés entre les différents jeux
auxquels ils participent, sans pour autant que ces gains soient nécessairement comparables.

Stratégies Un agent n’a acces qu’a un seul ensemble de stratégies pour tous les jeux auxquels
il participe. Nous imposons de plus la régle de la stratégie unique : un agent doit jouer la méme
stratégie pour tous les jeux auxquels il participe. Cette regle se justifie car si on la relache, les
groupes d’interactions, i.e. les jeux du réseau, deviennent indépendant les uns des autres, et le
réseau n’a plus lieu d’étre puisque les choix faits par un joueur dans un jeu n’influencent pas les
choix qu’il peut faire dans les autres jeux auxquels il participe.
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De maniere formelle, définir un réseau de jeux consiste principalement a définir un ensemble
d’agents participant & un ensemble de jeux stratégiques.

DEFINITION 3.1 (RESEAU DE JEUX)
Un réseau de jeux est un triplet (</,C, %) ou :

e o/ est un ensemble de joueurs (ou agents).
On assimile habituellement </ a ’ensemble {1,...,n} C N, ot chaque entier correspond a
un joueur.

o O ={C;}icy est un ensemble d’ensembles de stratégies.
Ci={c},... ,c;"} correspond a l'ensemble des m; stratégies accessibles au joueur i.
Un élément ¢ € [],.,, C; est appelé configuration (pure) du réseau de jeux ou configuration
(pure) globale.

o U ={...,(AV,u),...} est un ensemble décrivant les jeux du réseau :

AJ C of les joueurs du jeu j
i _
T [Licas Ci — R4l 1a fonction de gains du jeu j

Remarques.

1. % permet de décrire parfaitement les différents jeux du réseau. En effet, quelque soit le jeu
auquel il participe, un agent a acces au méme ensemble de stratégies, qui est décrit dans
C. A chaque élément (A, w7y € U correspond donc le jeu stratégique (A7, {Ci};c a5, 1)

2. Comme dans le cadre de la théorie de jeux, nous essaierons d’utiliser des notations aussi
explicites que possibles. Ainsi, dans 'exemple du réseau de jeux présenté section 3.1.3,
référence est faite aux joueurs par leurs initiales plutét que par des indices arbitraires. De
méme, les jeux sont indexés par les initiales des joueurs.

3. 1II est possible de voir un jeu stratégique comme un réseau de jeux réduit a un seul jeu :
au jeu stratégique (A, C,u) correspond le réseau de jeux (o = A,C, % = {(A,u)}).

4. Une configuration d’un des jeux du réseau sera appelée configuration locale. Une configu-
ration pour ’ensemble des joueurs et des jeux sera appelée configuration globale.

3.1.2 Représentation graphique

Afin d’offrir un support visuel a la description d’'un réseau de jeux, nous proposons de
représenter celui-ci par un graphe biparti. De maniere formelle, le graphe associé a un réseau de
jeux se définit de la maniere suivante :

DEFINITION 3.2 (GRAPHE ASSOCIE A UN RESEAU DE JEUX)
Soit (o ,C, % ) un réseau de jeux. Le graphe biparti associé est (<7, % , E) avec </ les sommets-
joueurs, % les sommets-jeux, et E C o/ X % les arcs définis par :

Vie o, V(A W) e w ( (i, (A, W)) € E & ic Al )

Dans ce graphe, les agents sont représentés par des cercles qui contiennent leurs noms, les
jeux sont représentés dans des rectangles, sous forme de tables de gains et enfin les joueurs sont
reliés aux jeux auxquels ils participent. La section 3.1.3 présente un réseau de jeux a trois joueurs
et deux jeux. Sa représentation graphique est donnée figure 3.1. La figure 3.4 (page 66) illustre
la représentation graphique d’un jeu stratégique vu comme un réseau de jeux.
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3.1.3 Un exemple de réseau de jeux a trois joueurs et deux jeux
Enoncé de I’exemple

Considérons le texte de ’exemple suivant, inspiré du jeu entre Roméo et Juliette du chapitre 1
(exemple 1.1).

EXEMPLE 3.1 (ROMEO, JULIETTE. .. ET PARIS)

Romeéo et Juliette décident de faire une sortie. Roméo préfére aller au théatre et Juliette a
Popéra, mais tous les deux préferent encore plus étre ensemble. Le Comte Paris — le fiancé de
Juliette — est également en ville. N’appréciant pas du tout Roméo, il cherche a I’éviter, ce qui
est réciproque. Paris n’a pas de préférence particuliére entre théatre et opéra.

Les éléments constitutifs du réseau de jeux associé a cet exemple sont les suivants :
o Les joueurs sont Roméo (joueur 1, noté R), Juliette (joueur 2, noté J) et Paris (joueur 3,
noté P).

o Les stratégies sont identiques pour les trois joueurs qui peuvent aller soit au théatre
(stratégie c} notée Tr pour Roméo, ¢} notée T pour Juliette et ci notée Tp pour Paris),
soit & lopéra (stratégies Ogr, Oy et Op).

e Les jeux dérivent directement de la description de ’exemple. D’une part Roméo et Juliette
veulent se voir, il existe donc un premier jeu stratégique entre ces deux agents (jeux 1,
noté R/J). D’autre part, Paris et Roméo ne veulent pas se renconter, d’ou l'existence d’un
deuxieme jeu entre Roméo et Paris (jeu 2, noté R/P).

Représentation formelle de ’exemple
De maniere formelle, ’exemple 3.1 se décrit par un réseau de jeux (o7, C, % ) ou :
e o/ ={R,J, P}
o C ={CR,C;,Cp} avec Cr = {Tr,Or}, C; ={T;,0,} et Cp = {Tp,Op}
o Y — {<AR/J’ uR/J>7 <AR/P’UR/P>} ol
o (AR/J yR/7y représente le jeu entre Roméo et Juliette avec
- AR/T = {R, J} les agents,

R/IJ| T; Oy
- w7 1a fonction de gains décrite par la table suivante T | (3,2) (1,1)
Or 0

o <AR/ P uB/F ) représente le jeu entre Roméo et Péaris avec
. AR/P — {R, P} les agents,
R/P| Tp Op
- uP/P 1a fonction de gains décrite par la table suivante  Tg (—1,-1) (2,0)
OR (170) (_2’_1)

Représentation graphique de ’exemple

La figure 3.1 présente le graphe biparti associé au réseau décrit précédemment. Il se compose
de trois agents notés R, J et P et de deux jeux notés R/J pour le jeu entre Roméo et Juliette,
et R/P pour le jeu entre Roméo et Paris.
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R/P| Tp Op R/IJ| T; Oy
(:)— Tg | (-1,-1) (2,00 A :)— Tr | (3,2) (1,1) —— :)
og (1,0)  (=2,—-1) oZ ‘ (0,0) (2,3)

FiG. 3.1 — Graphe biparti associé au réseau de jeux de l’exemple 3.1.

3.2 Réseaux de jeux, théorie des jeux et localité

3.2.1 Localité dans les réseaux de jeux

Dans un réseau de jeux, les joueurs peuvent participer a plusieurs jeux. Chaque jeu nous
permet de modéliser les interactions locales entre les joueurs participant a ce jeu. Puisqu’un
joueur donné peut participer a plusieurs jeux, il est possible de définir son appartenance a
plusieurs « groupes d’interactions locales » identifiés aux jeux du réseau.

Ainsi, dans le cas de ’exemple précédent (exemple 3.1), Roméo interagit localement d’une
part avec Juliette, et d’autre part avec Paris. Ces interactions sont modélisées par deux jeux
distincts ayant pour joueurs d’une part Roméo et Juliette et d’autre part Roméo et Paris. Le
fait que Juliette et Paris n’interagissent pas ensemble est alors modélisé par ’absence de jeu
commun & ces deux agents.

Dans le cadre des réseaux de jeux, le phénomene de localité est donc capturé directement
dans la structure méme du réseau. Deux joueurs qui n’ont pas de jeu en commun ne peuvent
pas interagir localement. Plus formellement, étant donné un réseau de jeux («7,C,% ), deux
joueurs (i1,i2) € @/ ne peuvent interagir localement que s’il existe un jeu (A7, u’) € % tel que
(il,iz) S Aj2.

3.2.2 Réseaux de jeux et théorie des jeux

La prise en compte des interactions locales dans les réseaux de jeux fournit plusieurs avan-
tages par rapport a une modélisation par la théorie de jeux, en particulier en ce qui concerne
I’attribution des gains et la compacité de la représentation. Nous illustrons ces deux concepts
au travers de 'exemple 3.1 dont la modélisation par réseaux de jeux est donné figure 3.1, et la
modélisation par la théorie des jeux ci-apres.

L’exemple 3.1 modélisé par la théorie des jeux

L’exemple 3.1 précédent peut étre modélisé par un simple jeu stratégique. Les joueurs et les
stratégies restent identiques a ceux de la modélisation par réseaux de jeux, mais la fonction de
gain differe. Ainsi, la modélisation par un jeu stratégique est de la forme (A, C,u) ou :

e A={R,J, P}
o C = {CR,CJ,CP} avec Cg = {TR,OR}, Cjy= {TJ,OJ} et Cp = {TP,OP}

e u:CrxCyxCp—R3

Attribution des gains

L’énoncé définit sans ambigiiité les préférences des joueurs si I'on considére simplement
Roméo et Juliette (respectivement Roméo et Paris). Les gains traduisent ces préférences et
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définissent un ordre entre les différentes configurations. Ainsi, dans le jeu entre Roméo et Ju-
liette, puisque les deux agents préferent étre ensemble, un gain élevé leur est attribué dans ce
cas, et un gain faible sinon. Dans le jeu entre Roméo et Paris, la situation inverse se produit, les
agents auront un gain élevé s’ils sont séparés et faible sinon.

Dans le cas de la représentation par jeu stratégique, les trois joueurs participent au méme
jeu. Il faut alors déterminer les préférences du joueur commun aux deux jeux du réseau, Roméo,
particulierement lorsqu’il se trouve en situation de conflit dans les deux décisions qu’il doit
prendre. Ainsi, si Roméo, Juliette et Paris sont tous les trois au théatre, le gain de Roméo est
a la fois augmenté par la présence de Juliette et diminué par la présence de Paris. D’autres
situations de conflits peuvent également apparaitre, par exemple si I’on considere que Roméo
préfere le théatre a I'opéra. Dans ce cas la, Roméo préfere-t-il étre avec Juliette et Paris au
théatre, ou bien avec Juliette sans Paris mais a 'opéra ?

Dans les réseaux de jeux, de telles situations sont disjointes. Les joueurs communs a plusieurs
jeux se voient attribuer autant de gains que de jeux auxquels ils participent. Ces gains ne sont
pas nécessairement comparables, et donc lors de la recherche de configurations d’équilibres (voir
section 3.3) les joueurs participant a plusieurs jeux essaieront de maximiser leurs gains dans
chacun des jeux.

Compacité

Dans le cadre de la modélisation par réseau de jeux, il est nécessaire de définir deux jeux a
deux joueurs, et donc huit configurations différentes. A chacune de ces huit configurations est
associé un couple de gains, soit seize gains.

Dans le cas du jeu stratégique, un seul jeu est défini, & trois joueurs. Nous avons donc huit
configuration différentes, a chacune desquelles est associé un triplet de gains. Il faut donc définir
vingt-quatre gains.

Cette augmentation du nombre de gains, et donc de la taille de la représentation, peut
étre expliquée par I'exemple. Ainsi dans la modélisation par un réseau de jeux, on attribue un
gain a Juliette pour la situation (Tr,7Ty) indépendemment de ce que peut faire Paris. Dans
la modélisation par jeu stratégique, le gain de Juliette devra étre associé a la fois pour la
sitation (T, Ty, Tp) et pour la situation (Tr, Ty, Op). Ce phénomene se produit pour les quatre
configuration du jeux R/J dans le cas de Juliette et également dans les quatre configuration du
jeu R/P pour les gains de Paris. On retrouve bien alors les huit gains supplémentaires apparus
dans la modélisation par un jeu stratégique.

3.3 Equilibres

Dans les réseaux de jeux un agent a la possibilité de participer a plusieurs jeux simultanément.
La notion d’équilibre de Nash se voit donc complexifier dans le cadre des réseaux de jeux. En
effet, le réseau peut étre étudié au niveau local, en considérant les jeux pris séparément, ou au
niveau global, en considérant ’ensemble des jeux.

De fait, nous avons défini deux notions d’équilibres : les équilibres locaux s’intéressent aux
équilibres des différents jeux qui composent le réseau alors que les équilibres globaux définissent
une situation d’équilibre pour tous les jeux composant le réseau. Ces derniers peuvent étre
calculés a partir des équilibres locaux, pour autant certains réseaux de jeux n’admettent pas
d’équilibre global.
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3.3.1 Equilibre local

Les équilibres locaux sont définis comme étant les équilibres de Nash des jeux du réseau.
Ils permettent de déterminer quelle stratégie jouerait un agent pour maximiser son gain s’il ne
participait qu’au seul jeu étudié.

DEFINITION 3.3 (EQUILIBRES LOCAUX D’UN RESEAU DE JEUX)
Soit T' = (o7 ,C, %) un réseau de jeux. Soit (A7, w) € % un des jeux du réseau, on note (')
Pensemble des équilibres locaux du jeu j de T’ :

Z () = Nash((Aj, {Citicas, UJ))

On note Z(I') I'ensemble des équilibre locaux de T :

Z(T) = {a* € U A({Ci}z‘eAj) | 3<Aj,uj> cU o*c Nash((Aj, {Ci}ieAj,Uj>)}

(AT wiyew
= |J Nash((4,{Ciliews,v)) = | &)
(AIuwIYew (AJuwiyew

Les stratégies pures étant tres souvent utilisées sans considérer 1’extension mixte, nous don-
nons ici la définition d’un équilibre local en stratégies pures. Cette définition dérive directement
de la précédente.

DEFINITION 3.4 (EQUILIBRES LOCAUX EN STRATEGIES PURES)
Soit I' = (o7 ,C, % ) un réseau de jeux. Soit (A7, w/) € % un des jeux du réseau, on note %p(l’)
Pensemble des équilibres locaux en stratégies pures du jeu j de T :

D%p(r) = Nashp(<Aj, {Ci}ieA.fvuj>

On note £P(I") 'ensemble des équilibre locaux purs de I" :

2P(T) = {c* e U [Ialzwvyew e Nashp((Aj,{Ci}ieAj,uj»}
(AT wiyew ic Al

= |J Nash?((4 {Cilicas, ) = | /(D)
(AJwiyew (Adwiyew

EXEMPLE 3.2 (EQUILIBRES LOCAUX DU RESEAU DE JEUX DE L'EXEMPLE 3.1)
Considérons T, le réseau de jeux de la figure 3.1 (page 57).
e Les équilibres de Nash purs entre Roméo et Juliette sont .,2”}]%/] = {(Tr,Ty),(ORr,0)}.

Les équilibres de Nash purs entre Roméo et Paris sont XE/P ={(Tr,0p),(Or,Tp)}. On
trouve alors

gp(r) = {(TRaTJ)7 (OR7OJ)7 (TR7OP)’ (OPUTP)}

o (3[Tg]+ X[OR], H[Ty]+3[0,]) est le seul équilibre de Nash mixte entre Roméo et Juliette.
(5[Tr] + 5[OR), 3[Tr) + 3[OR]) est le seul équilibre de Nash mixte entre Roméo et Paris.
On trouve alors

ZL([T) = {([TRL [T1), ([Or], [0,]), (IT&], [OP), ([Or], [TP]),

3

(G170 + 7108} 71251 + 5100)), (5T + 5[Or) 3 Tl + 510x]) }
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3.3.2 Equilibre global

Les équilibres globaux définissent une situation d’équilibre pour tous les joueurs du réseau,
dans tous les jeux auxquels ils participent. Pour les définir de maniere formelle, nous introduisons
la notion de projection.

Projection

La notion de projection permet de ne considérer une configuration du réseau qu’au travers
un certain nombre d’agents nous intéressant particulierement.

DEFINITION 3.5 (PROJECTION)

Soit («/ ,C,% ) un réseau de jeux avec &/ = [1,--- ,n| 'ensemble des agents et C = {C}}icor
Pensemble des ensembles de stratégies des joueurs. Etant donnés une configuration o € A(C) et
A C &/ un ensemble d’agents, on définit p(o, A) la projection de o sur A :

p i AC)x2” — U A({Ci}tien)
BC.o/

(UaA) = ,O(O',A) = (Ui)ieA

Une configuration peut étre projetée sur n’importe quel sous-ensemble de joueurs (par
exemple des joueurs ne participant pas aux meémes jeux). En pratique, la projection sera uti-
lisée pour considérer un des jeux du réseau. Le sous-ensemble de joueurs considéré sera donc
I’ensemble des joueurs qui participent au jeu.

EXEMPLE 3.3 (PROJECTION)
Pour plus de lisibilité, I'exemple est donné sur des stratégies pures. Soit (< ,C, % ) le réseau de
jeux de 'exemple 3.1. Pour rappel, on a «/ = {R, J, P}.

Considérons la configuration pure ¢ = (Tr, Ty, Op). Différentes projections sont possibles :

e p(e,{R,J}) = (Tr,Ty) correspond a la projection de c sur le jeu entre Roméo et Juliette.
e p(c,{R,P}) = (Tr,Op) correspond a la projection de c sur le jeu entre Roméo et Paris.

o p(c,{J,P}) = (T;,0p) bien que formellement définie ne sera cependant, en pratique, pas
utilisée car Paris et Juliette ne jouent pas ensemble.

Définition formelle des équilibres globaux

Les équilibres globaux correspondent a une configuration d’équilibre pour ’ensemble des
joueurs et des jeux du réseau. Ils se définissent formellement de la maniére suivante :

DEFINITION 3.6 (EQUILIBRE GLOBAL)
Soit T' = (&7, C, % ) un réseau de jeux. On note ¥ (I") I’ensemble des équilibres globaux de T :

G(T) = {0* e A(C) V(A W) e % plo*, AT) e g(r)}
De méme, on note 4P(I") I'ensemble des équilibres globaux en stratégies pures de I :
@P(T) = {c* e [[Ci ViAW) ew plo* A)e .,%P(r)}
i€
Les équilibres globaux permettent de trouver les configurations stables du réseau, si elles

existent. Dans de telles configurations, chaque agent se trouve en situation de meilleure réponse
dans chacun des jeux auxquels il participe.
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Calcul des équilibres globaux a partir des équilibres locaux

Les équilibres globaux peuvent se calculer en composant entre eux les équilibres locaux
« compatibles » suivant la regle de la stratégie unique.

Afin de présenter le calcul des équilibres globaux a partir des équilibres locaux, nous avons
besoin d’introduire différentes notions que sont ’extension, la compatibilité et la composition.

Extension. La notion d’extension permet de considérer une configuration d’un jeu (i.e. locale)
comme une configuration du réseau (i.e. globale). Elle peut étre considérée comme 'opération
réciproque de la projection. A partir d’une configuration locale ne concernant qu’un sous-
ensemble des joueurs du réseau, on construit une configuration globale. N’ayant pas d’information
sur les stratégies des joueurs n’appartenant pas a la configuration locale, nous leur attribuons
une stratégie fictive, notée L.

DEFINITION 3.7 (EXTENSION DE CONFIGURATIONS LOCALES)

Soit (o7 ,C,% ) un réseau de jeux. Soient (A7, w/) € % un jeu du réseau et o € A({C;}icai)
une configuration locale du jeu j. On note o T% P’extension de la configuration locale o en
configuration (étendue) du réseau :

o siie A
o Tf{j: o avec Vi€ o o, =
1  sinon

On note également Tfj Pextension d’un ensemble de configurations locales ¥ = {o} C
A({Citicai) : » y »
%= o} T4={ow T2}

Dans notre calcul des équilibres globaux, I'extension va permettre d’étendre les équilibres
locaux en configurations globales afin de les comparer et de les composer.

EXEMPLE 3.4 (EXTENSION)
Considérons un des équilibres locaux du réseau I' = (o ,C,% ) de la figure 3.1, par exemple
(Tr,Ty). Alors I'extension de cet équilibre en configuration du réseau est

(TrTy) 1{p,n= (Tr, Ty, L)

De méme I'extension de (Og,Op) est

(Or,Op) (g py= (Or, L, Op)

Si on considere I’ensemble des équilibres locaux en stratégies pures du jeux entre Roméo et
Juliette, on trouve alors :

{(Tr,T1), (Or, O0)} 1{p.1y= {(Tr, Ts, 1), (Or, 05, 1)}

Compatibilité. Deux configurations locales sont dites compatibles si tout joueur commun a
ces deux configurations joue la méme stratégie dans les deux configurations. Par exemple si l’'on
considere les équilibres locaux calculés précédemment, (Tr,Ty) et (Tr,Op) sont compatibles,
car dans les deux le joueur commun (Roméo) joue la méme stratégie (Tr). Par contre, (Tr,Ty)
et (Ogr,Tp) ne sont pas compatibles car dans un cas Roméo va au théatre, et dans lautre cas il
va a 'opéra.

Formellement la compatibilité se décrit de la maniére suivante :
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DEFINITION 3.8 (CONFIGURATIONS LOCALES COMPATIBLES )
Soit (o ,C, %) un réseau de jeux. Soient (A, ul) € U et (AV wi') € U deux jeux du réseau,
et 0 € A({Ci}icai), o' € A({Ci};c 1) deux configurations locales du réseau. Alors :

o et o’ sont compatibles < p(o, A7 N A7) = p(o’, AT N AT

Composition. La composition va servir a réunir les équilibres locaux compatibles. De maniere
pratique, elle prend en parametre deux configurations du réseau (globale), qui peuvent étre des
configurations locales étendues au réseau. Le résultat de la composition est un ensemble

e soit vide si les configurations parametres n’étaient pas compatibles,
e soit réduit a une configuration du réseau ou les différents agents jouent les stratégies qu’ils
avaient dans les configurations parametres.

La composition se définit formellement de la maniere suivante :

DEFINITION 3.9 (COMPOSITION DE CONFIGURATIONS DU RESEAU)
Soit («/ ,C',% ) un réseau de jeux. On définit ® I'opérateur de composition de configurations :

® (IaEuwy) - e

4
0 si o et o/ ne sont pas compatibles
( / . : R !
o,0') o sio;=o;]
{c"} sinon, avecVie &/ of =4 o; sioj=_1
o)  sinon

La composition de configurations est étendue aux ensembles de configurations de maniére
naturelle en composant entre eux les éléments des ensembles :

A Ci N A O'L L
Q. (22,;1{( (€U })>2 - 21»2{( (Ci)U{L})
=) - U oed
oceX,o’ed!
Remarques.
1. ® appliqué sur les ensembles est associatif et commutatif.
2. {Ly} ={(L,..., 1)} c IT (A(C;) U {L}) est élément neutre pour ® appliqué sur les
i€d
ensembles :
vec [[(a@)u{l)) Se{ls={lsleE=%
1€/
3. 0 est élément absorbant pour ® appliqué sur les ensembles :
v c [[(AC)u{Ll}) Sei=0% =0
124

L’opérateur de composition ® appliqué sur deux ensembles de configurations du réseaux per-
met de calculer toutes les combinaisons de configurations compatibles de chacun des ensembles.
Dans la suite, ® sera appliqué sur plusieurs ensembles de configurations. On note alors :

n
Roi=L10--- 0%,
=1
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EXEMPLE 3.5 (COMPOSITION DE CONFIGURATIONS DU RESEAU DE LA FIGURE 3.1)
Considérons % = {(TR7 TJ» TP)? (TR7 J—a TP)} et ¥ = {(OR7 OJv TP)7 (TRa OJa TP)a (J—v J—7 TP)}
deux ensembles de configurations du réseau de I'exemple 3.1. Alors :

Yo% = {(Tr T5,Tp),(Tr, L, Tp)} @ {(Or,01,Tp),(Tr,04,Tp), (L, L,Tp)}

= (Tr,T;,Tp) @ (Or,04,Tp) U (Tg,T;,Tp) @ (Tr,04,Tp)
U (TRa TJ7 TP) ® (J—> J—a TP) U (TRv J—7 TP) & (OR7 OJ7 TP)
U (Tr,L,Tp) ® (Tg,04,Tp) U (T, L,Tp) ® (L, L, Tp)

= 00U DU {(Th, Ty, Tp)} U O U {(Tr, O, Tp)} U {(Tk, L, Tp)}
= {(TR,TJ,TP),(TR70J>TP)7(TR7J‘7TP)}

Compositions des équilibres locaux compatibles. Le calcul des équilibres globaux peut
s’effectuer en combinant entre eux les équilibres locaux compatibles. Le théoreme suivant utilise
les opérateurs d’extension et de composition pour décrire ce calcul.

THEOREME 3.1 (CALCUL DES EQUILIBRES GLOBAUX)
Soit I' = (&7 ,C', %) un réseau de jeux. Nous avons alors :

o
)= Q@ (%015
(AJwiYew
PREUVE. La preuve de ce théoreme est donnée dans ’annexe D, page 145. |
L’exemple 3.6 suivant présente le calcul pas-a-pas des équilibres globaux de la figure 3.1.
EXEMPLE 3.6 (CALCUL PAS-A-PAS DES EQUILIBRES GLOBAUX DE LA FIGURE 3.1)
Soit T" le réseau de jeux de la figure 3.1. On a :

° Equﬂi bres locaux.

o Pour le jeu R/J entre Roméo et Juliette :

Ly (0) = { (TR 17), (0L 10,)), (§1T5] + 110x], (T3] + 510.)}
o Pour le jeu R/P entre Roméo et Paris :
Zayp () = { (7], (0p)), (Ox] [T7), (317 + 5(0x) 3Tl + 5(0n]) }
. E‘qui]ibres locaux étendus.
o Pour le jeu R/J entre Roméo et Juliette :
o 3 1 1 3
Zryy(0) 17, { (TR), 1170, 1), (O], 104), 1), (5 [Tr] + 7108}, 5T + 5[0, 1) }

o Pour le jeu R/P entre Roméo et Paris :

2

3 [Tr] + %[ORD}

LR () T%/Jz {([TRL 1,[0p)), ([Or], L, [TP]), (é[TR] + %[ORL 1,
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° Eq uilibres globaux

G() = ZLpy,(I) Tf{u ®ZLg) (L) T%/J
= { (7L, (51, [OP)), ((OR),101),T7) }

Autrement dit, les deux équilibres globaux entre Roméo, Juliette et Paris correspondent & des
situations ot Roméo et Juliette sont ensemble a 'opéra (resp. au théatre) alors que Paris est au
théatre (resp. a l'opéra).

3.4 Dépendance

3.4.1 Localité et dépendance

Nous avons vu dans le chapitre présentant 1’état de I’art (chapitre 2) que les auteurs s’intéres-
sant aux interactions locales en théorie des jeux s’attachent a développer une notion que nous
avons généralisée sous le terme de dépendance.

Dans les réseaux de jeux, la localité d’interactions est directement capturée par la structure
meéme du réseau. La notion de dépendance apparait comme précisant cette notion de localité.
En effet, deux agents qui participent a un méme jeu, i.e. qui sont en situation d’interactions
locales, ne « dépendent » pas nécessairement I'un de 'autre. Considérons par exemple la table
suivante qui présente un nouveau jeu entre Roméo et Juliette.

R/J| Ty Oy
Tr | (0,2) (0,1)
Or | (0,0) (0,3)

Bien que Roméo et Juliette participent au méme jeu, quoi que fasse Juliette les gains de Roméo
sont inchangés. Juliette n’a donc pas d’influence sur les stratégies de Roméo, ni sur ses gains.
Au contraire, Juliette est bien influencée par les stratégies que pourraient choisir Roméo.

Ainsi, dans les réseaux de jeux, la localité peut étre vue comme une notion générale : deux
joueurs sont en interactions locales s’ils participent a un méme jeu. La dépendance cherche a
affiner la localité en déterminant quels sont les agents influencant un joueur donné.

Dans le cas de I'’exemple 3.1, Roméo interagit localement d’une part avec Juliette, et d’autre
part avec Paris. L’analyse de la dépendance de ses jeux nous permet de déterminer si Roméo
est influencé par Juliette ou Paris (cf. figure 3.2). Par contre, ’absence de jeux entre Juliette et
Paris modélise le fait que ces deux joueurs n’interagissent pas I'un avec l'autre, et donc a fortiori
ne s’influencent pas.

La dépendance que nous avons définie dans les réseaux de jeux est une dépendance entre
agents calculée en étudiant les gains des joueurs. Celle-ci dérive directement de la dépendance
vue dans le chapitre 2 et que nous rappelons ici (définition 3.10).

3.4.2 Dépendance dans un jeu

La dépendance d’agents par gains dans le cadre d’un jeu stratégique est calculée en étudiant
les gains de chacun des agents. Informellement, un joueur i9 dépend d’un joueur 4; si ¢ & besoin
de connaitre la stratégie jouée par i; pour déterminer son gain. Formellement, la dépendance
d’agents par gains dans un jeu stratégique se définit de la maniere suivante :
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(o——=®) (® Q)

Jeux R/J Jeux R/P

F1G. 3.2 — Graphes de dépendances des jeux du réseau de jeux de la figure 3.1

DEFINITION 3.10 (DEPENDANCE D’AGENT PAR GAINS)
Soit (A,C,u) un jeu stratégique. Etant donnés (i1,i3) € A%, deux joueurs, on note i18,is la
relation de dépendance par gains de io envers i1 :
\V/(il,ig) € A? ( 110402 & 3(611,621) € Cz'217 36711 S C,il uiQ(c,il,cil) 75 Uiy (C,il,cfil) )
La dépendance par gains nous permet donc de déterminer les agents dont le joueur doit

connaitre la stratégie afin de déterminer son gain. Elle fournit une vision des interactions entre
les agents sans pour autant étudier précisément les gains.

EXEMPLE 3.7 (DEPENDANCE DANS LES JEUX COMPOSANT LE RESEAU DE LA FIGURE 3.1)
Si I'on considere les jeux du réseau de jeux de la figure 3.1 les dépendances entre les agents sont
les suivantes :
e Dans le jeu R/J, puisque ugr(Tr,Ty) # ur(Tr,0Oy) alors J§,R. De méme, on a Jé,J,
Ro,J et R6,R.

e Dans le jeu R/P, on trouve Pé,R, P, P, R6,P et R, R.

Afin d’avoir une représentation plus explicite et plus visuelle de la dépendance, nous la
représentons au travers du graphe de dépendances. Dans ce graphe, les sommets sont les joueurs
du réseau. Un arc orienté relie le joueur ¢; au joueur iz si, et seulement si, le joueur 79 dépend
du joueur 7.

DEFINITION 3.11 (GRAPHE DE DEPENDANCES)
Soit G = (A, C,u) un jeu stratégique, le graphe de dépendances de G est un graphe 9 = (A, E)
tel que : B = {(i1,42) € A?|i10yia}

La figure 3.2 présente le graphe de dépendances des deux jeux composant le réseau de la
figure 3.1. On observe une interdépendance de décision entre les joueurs de chaque jeux.

3.4.3 Dépendance dans un réseau de jeux

La notion de dépendance dans les jeux stratégiques est étendue aux réseaux de jeux, en
considérant que deux agents sont dépendants dans un réseau, si ce réseau contient un jeu ou les
agents sont dépendants. Formellement, la dépendance dans les réseaux de jeux se définit de la
maniere suivante :

DEFINITION 3.12 (DEPENDANCE DANS LES RESEAUX DE JEUX)
Soient (<7 ,C, %) un réseau de jeux. Etant donnés (i1,i2) € @/?, deux joueurs, on note i104is
la relation de dépendance par gains de io envers 11 :

10yiy < EI(Aj,uj) EU 10,519
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© ® )

Fia. 3.3 — Graphe de dépendances du réseau de jeux de I'exemple 3.1

Stratégies Gains
Cr Cj; Cp|lur uy up
TR TJ Tp 2 2 -1 /@
T T5; Op| 5 2 0
TR Oy Tp |l 0 2 -1
C T Oy Op | 3 2 0
Or T; Tp 0 0 0
Op T; Opl| -1 0 -1 \®
Or O; Tp 2 3 0
Or O; Op 1 3 -1

FiGc. 3.4 — Réseau de jeux ayant le méme graphe de dépendances que celui de I’exemple 3.1

Le graphe de dépendances d’un réseau de jeux est bien entendu défini d’une maniere ana-
logue :

DEFINITION 3.13 (GRAPHE DE DEPENDANCES D’UN RESEAU DE JEUX)
SoitI' = (o7, C', %) un réseau de jeux, le graphe de dépendances de " est un graphe Y1 = (<7, E)
tel que : E = {(i1,i2) € &/* | i1y}

La figure 3.3 présente le graphe de dépendances du réseau de jeux de la figure 3.1.

3.4.4 Utilisation

La dépendance détermine précisément les influences qui interviennent entre les joueurs. De
plus, deux réseaux de jeux composés des mémes agents, mais ayant des jeux différents, peuvent
tout a fait avoir les mémes dépendances. Exemple en est donné dans la figure 3.4. Celle-ci
présente un réseau de jeu restreint a un seul jeu entre Roméo, Juliette et Paris. L’analyse des
dépendances permet de calculer un graphe de dépendances identique a celui de la figure 3.3 du
réseau a deux jeux de I'exemple 3.1. De fait, calculer les dépendances permet de déterminer des
classes de jeux, et de trouver des propriétés partagées par les réseaux d’une méme classe.

Plus précisément, dans la section 3.5, nous voyons qu’au contraire des jeux stratégiques, les
réseaux de jeux n’admettent pas nécessairement un équilibre. La relation de dépendance permet
d’exhiber des conditions suffisantes d’existence. Le chapitre 4 s’intéresse quant a lui a I'utilisation
de la dépendance pour décomposer un jeu. Informellement, il s’agit en fait de « découper » un
jeu en un ensemble de jeux plus petits, ¢’est-a-dire contenant moins d’agents, mais ayant le méme
« comportement ». Les agents regroupés dans un méme jeu seront les agents qui dépendent les
uns des autres.
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CHAPITRE 3

R/J| Ty Oy ~ R/P| Tp  Op
(OD—— e[ @1 (10 R Tr | (1,0) (©0,1) ——(P)
On (1,0) (0,1) ~ On (1,2) (1,0)

Ly (0) = { (T, 1)) (31T8) + §[Ox), (1)) |

Zayp(T) = { (OR], [Tr)), (3(Ta) + §[Or], [TF)) |

Fi1Gc. 3.5 — Réseau de jeux I' sans équilibre global

3.5 Conditions suffisantes d’existence d’un équilibre global

Le théoreme de Nash (théoréme 1.1 chapitre 1, [Nas51]) démontre I'existence dans tout jeu
stratégique d’un équilibre de Nash en stratégies mixtes. Au contraire des jeux stratégiques qui
les composent, les réseaux de jeux n’admettent pas nécessairement un équilibre global, méme en
stratégies mixtes. En effet, un joueur peut se trouver en conflit quant a la stratégie a jouer pour
maximiser ses gains dans les différents jeux auxquels il participe, c’est le cas dans 'exemple 3.8.

EXEMPLE 3.8 (RESEAU DE JEUX SANS EQUILIBRE GLOBAL)
Considérons le réseau de jeux de la figure 3.5 qui présente un jeu entre Roméo, Juliette et Paris..
Le calcul des équilibres locaux purs nous donne (Tr,Ty) pour le jeu entre Roméo et Juliette,
et (Ogr,Tp) pour le jeu entre Roméo et Paris. Il n’y a donc pas d’équilibre global pur.
Le calcul des équilibres locaux mixtes donne (3[Tg]+ 1[Og], [I,]) pour le jeu entre Roméo et
Juliette, et (2[Tr) + £[Og), [T]) pour le jeu entre Roméo et Paris. Il n’y a donc pas d’équilibre
global en stratégies mixtes.

Nous présentons ici des conditions suffisantes a ’existence d’équilibres globaux. Ces condi-
tions se fondent sur une étude précise des interactions entre les joueurs du réseau réalisée a I'aide
de la notion de dépendance qui permet de déterminer les agents influencant un joueur donné.

3.5.1 Agents auto-indépendants

Dans la suite, les conditions suffisantes d’existence d'un équilibre global se fondent plus
particulierement sur les agents auto-indépendants, i.e. les agents qui ne dépendent pas d’eux-
meémes.

DEFINITION 3.14 (AGENTS AUTO-INDEPENDANTS)
Soit I' = (o/,C,% ) un réseau de jeux. Les agents auto-indépendants de I' sont les agents de
Pensemble

I =licd |idyi

De tels agents sont des agents qui vont (éventuellement) influencer les gains des autres
joueurs, mais surtout qui ne s’influencent pas eux-mémes. Il peut par exemple s’agir d’agent
« fictifs » dont on a besoin pour la modélisation, mais qu’on ne désire pas modéliser précisément.
Dans un tel cas, une solution est d’ajouter I'agent au réseau, mais en lui attribuant des gains
identiques quelques soient les configurations. Pour I'agent, toutes les configuration se valent, et
il ne diminue pas le nombre d’équilibres globaux.
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R/J| T; Oy R/P| Tp  Op
Tr ‘<o,o> (1,0) Tn ‘a,z) (-1.2) (R)
Or | (0,1) (1,1) Or | (1,0) (-1,0)

J/P| Tp  Op

7 T, }(2,0) (1,0) P) (J) (P)

(2,3) (1,3)

Réseau de jeux Graphe de dépendances

Fia. 3.6 — Réseau de jeux admettant un graphe de dépendances simple

3.5.2 Graphe de dépendances simple

Les théoreme 3.2 s’intéresse aux réseaux de jeux qui ne contiennent que des agents auto-
indépendants.

THEOREME 3.2 (GRAPHE DE DEPENDANCES SIMPLE)

Soit I' = (o/ ,C, %) un réseau de jeux. Soit Pr son graphe de dépendances. Si Zr est un graphe
simple, c¢’est-a-dire si Yr ne contient que des agents auto-indépendants, alors I' admet un nombre
infini d’équilibres globaux. Plus précisément, toute configuration du réseau est équilibre de Nash :

4(T) = A(C)

PREUVE. La preuve de ce théoréeme est donnée dans I’annexe D, page 146. |

EXEMPLE 3.9 (RESEAU DE JEUX A GRAPHE DE DEPENDANCES SIMPLE)
La figure 3.6 présente un réseau de jeux entre Roméo, Juliette et Paris. Le graphe de dépendance
étant simple, toute configuration globale est équilibre global.

3.5.3 Agents auto-indépendants a jeux multiples

Le lemme 3.1 et le théoreme 3.3 s’intéressent aux roles des agents auto-indépendants, et a
leur influence suivant les jeux auxquels ils participent. Plus précisément, le lemme 3.1 affirme
que les agents auto-indépendants ne permettent pas de réduire le nombre d’équilibres de Nash
dans un jeu stratégique.

LEMME 3.1 (AGENTS AUTO-INDEPENDANTS ET NOMBRE D’EQUILIBRES)
Soit G = (A,C,u) un jeu stratégique. Soit &/ C A I'ensemble des agents auto-indépendants.
Alors :

Vo, € [[ AGy), 30" , € [ 8(Ci) (0% 4.0%) € Nash(G)

i€y icA-J
* A 19
. . c g
A * * ). (O-J Tf)l St
avec Vi € (U_% Uf)l { (a*_ﬂ Tﬁ_f)i sinon
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R/IJ| T, Oy ~ R/P| Tp  Op
(:)— Tr | (1,1) (3,0) R Tr | (2,0) (0,1) —(:)
on| L0) G | On | 22) (0.0)

Réseau de jeux

(O ® @)

Graphe de dépendances

F1a. 3.7 — Réseau de jeux pour illustrer le théoreme 3.3

PREUVE. La preuve de ce lemme est donnée dans I’annexe D, page 147. |

Le théoreme 3.3 étend le résultat du lemme au réseaux de jeux, et fournit une condition
suffisante a l'existence d’un équilibre global.

THEOREME 3.3 (AGENTS AUTO-INDEPENDANTS A JEUX MULTIPLES)
Soit I' = (o7 ,C,% ) un réseau de jeux. Si les agents qui partipent a plusieurs jeux sont auto-
indépendants, alors il existe au moins un équilibre global en stratégies mixtes.

PREUVE.  Ce théoreme est une conséquence immédiate du lemme 3.1. |

ExeEMPLE 3.10

Considérons le réseau de jeux décrit par la figure 3.7 et son graphe de dépendances. Le seul agent
participant a plusieurs jeux est Roméo. Puisque Roméo est auto-indépendant, il est certain qu’un
équilibre global existe. De fait, la configuration (Tr,T,Op) est équilibre global.

Le théoreme s’attache donc a la position des agents auto-indépendants. Dans le cas ou les
joueurs qui participent a plusieurs jeux ne seraient pas auto-indépendants, les deux situations —
I’existence ou ’absence d’équilibre global — peuvent se produire. Ainsi, le réseau de la figure 3.1
admet le graphe de la figure 3.3 pour graphe de dépendances. Dans ce réseau, Roméo participe
a deux jeux, et n’est pas auto-indépendant. Pour autant, un équilibre global existe. Par contre,
si I’on considere le réseau de jeux de la figure 3.5 qui admet le méme graphe de dépendances, il
n’existe pas d’équilibre global.

3.6 Comparaison aux modeles de I’état de I’art

Plusieurs modeles ont été présentés dans le chapitre état de ’art sur la localité d’interaction
en théorie de jeux (chapitre 2). Nous avons défini le critére de dépendance (d’agents/d’actions,
par stratégies/par gains) afin de les hiérarchiser et de les présenter. La figure 3.8 reprend la
figure finale du chapitre 2 et y integre les réseaux de jeux.

Des modeles présentés dans la partie état de l'art, les « Graphical Games » de Kearns,
Littman et Singh ([KLS01]) sont certainement les plus proches des réseaux de jeux, non seulement
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Dépendance

Par stratégies Par gains Par gains

I / N\ / N\

I VA VA
Rttt B Rl I | r-————==-= Loz - |
I MAIDs 1| Action-Graph : I GNets | : Graphical :| Réseaux |
: : : Games | : : | Games 11 de jeux |
| Il I Il L |
[ [ I Il I I
: Koller : : Bhat : : La Mura : : Kearns :: :
I Milch 1 Leyton-Brown | | I Littman Il [
| X ¥ X Singh i |
: [KMO1] : : [BLBO4] : : [LMO0] : : [KLS01, LKSO01] :: :
I [KMO3] 1 N I [OKO02] | I

FiGc. 3.8 — Vue d’ensemble des interactions locales en théorie des jeux stratégiques.

du fait de la dépendance utilisée (une dépendance d’agents par gains), mais également du fait
de la représentation méme des jeux.

En effet, dans les réseaux de jeux comme dans les Graphical Games, tous les agents suscep-
tibles d’influencer un joueur donné sont ses voisins, i.e. participent a un jeu avec lui. Ainsi, la
localité est codée dans la structure méme du réseau de jeu ou du Graphical Game.

Cependant, les réseaux de jeux autorisent la séparation des interactions locales en groupes
d’interactions. Par exemple, si 'on reprend I'exemple entre Roméo, Juliette et Paris les réseaux
de jeux autorisent la création de deux jeux pour Roméo, un ou il joue avec Juliette et un ou il
joue avec Paris. Dans le cas des Graphical Games, cette séparation n’est pas possible. Roméo
étant influencé a la fois par Juliette et Paris, il y a nécessairement un jeu auquel Roméo, Juliette
et Paris participent tous les trois. Plus précisément, les Graphical Games peuvent se représenter
sous forme de réseau de jeux. Il suffit pour cela de créer pour chaque joueur des Graphical Games
un jeu qui le contient lui et ses voisins.

Néanmoins, dans le cas des Graphical Games, chaque joueur se voit attribuer une et une seule
table de gains, a l'aide de laquelle il décide de sa stratégie a jouer. Une spécificité des réseaux
de jeux (et qu’on ne retrouve dans aucun des autres modeles) est que les joueurs peuvent avoir
plusieurs tables de gains & considérer pour optimiser leurs gains. De fait, certains conflits peuvent
apparaitre et il est possible qu’il n’y ait aucun équilibre global.

Les réseaux de jeux permettent donc de séparer les gains d’un agent en fonction des jeux
auxquels il participe. Cette séparation n’est pas définie de maniére absolue comme dans les
MAIDs de Koller et Milch ou elle est additive, ou dans les GNets de La Mura ou elle est
multiplicative. Cela signifie qu’on ne peut pas, a priori, calculer un gain global pour un agent
a partir de ses différents gains locaux. Cependant, le chapitre 4 s’intéresse a la modification de
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la structure d’un réseau de jeux, i.e. a la maniere dont les agents sont reliés aux jeux. Nous
présentons plus particulierement des opérateurs permettant de fusionner deux jeux en un seul,
ou de séparer un jeu en deux jeux plus petits. Ces opérateurs se fondent sur une fonction dite de
jointure qui permet justement le calcul d’un gain global. Nous présentons également, a I'image de
ce que font Koller et Milch dans les MAIDs, un algorithme de séparation qui utilise la dépendance
pour séparer un jeu stratégique en un réseau de jeux aussi petits que possibles. Les équilibres de
Nash du jeux de départ peuvent alors étre calculés a partir des équilibres locaux puis globaux
du réseau.
Le tableau 3.1 reprend le tableau-résumé du chapitre 2 en y intégrant les réseaux de jeux.
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Dans ce chapitre nous nous intéressons a un résultat important de la théorie des réseaux de
jeuz, la recherche de modules élémentaire par normalisation du réseau.

Les réseaux de jeux autorisent la combinaison de plusieurs jeux en un seul réseau. Les joueurs
d’un réseau participent alors a plusieurs jeux simultanément et chaque jeu du réseau définit
un ensemble d’interactions locales potentielles entre ses agents. De ces interactions résultent
éventuellement un situation d’équilibre local. Les différents équilibres locaux peuvent se combiner
pour former un ensemble d’équilibres globaux, ot chaque agent est en situation d’équilibre local
dans tous les jeux auxquels il participe.

Dans les problemes de modélisation que nous avons traités (voir le chapitre 5), nous nous
sommes particulierement intéressé aux états stables du systeme modélisé, autrement dit aux
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points d’équilibres que le systeme peut atteindre au bout d’un certain temps. Dans notre
modélisation, de tels états correspondent a des configurations d’équilibre. Néanmoins, plusieurs
réseaux de jeux peuvent fournir les mémes équilibres. Ces réseaux se distinguent par leurs struc-
tures — la maniere dont est construit le réseau et qui définit les interactions qui peuvent avoir
lieu — ou par leurs gains. Nous avons alors défini une notion d’équivalence entre réseau de jeux
fondée essentiellement sur I’égalité de leurs équilibres globaux.

Des réseaux de jeux ayant des structures différentes peuvent ainsi modéliser la méme situation
(c’est-a-dire avoir les mémes équilibres globaux). Bien que les réseaux soient équivalents, leur
capacité a rendre compte de la localité d’interaction dépend fortement de la structure. Nous
nous sommes alors intéressé a la recherche des modules élémentaires composant un réseau. Ces
modules élémentaires mettent en évidence les interactions locales du réseau, autrement dit le gain
d’un agent du module dépend des stratégies jouées par tous les autres joueurs. Nous proposons
un algorithme permettant a partir d’un jeu de calculer une forme normale — de normaliser le
jeu initial — c’est-a-dire de calculer un réseau de jeux équivalent au jeu de départ, et composé
de modules élémentaires respectant de plus les dépendances du jeu initial.

La suite du chapitre se découpe de la maniere suivante. Dans la section 4.1 nous présentons les
liens qui peuvent exister entre la structure d’un réseau de jeux et ses équilibres. La section 4.1.2
présente formellement la notion d’équivalence entre deux réseaux de jeux fondée sur 1’égalité de
leurs équilibres globaux.

La section 4.2 s’intéresse a la modification de la structure d’un réseau de jeu. Nous avons
défini des opérateurs structuraux qui permettent d’ajouter un jeu a un réseau, de supprimer un
jeu du réseau, ou de substituer un ensemble de jeux par un autre. Nous avons également défini
des opérateurs dits d’observation qui permettent de réunir deux jeux en un seul, ou au contraire
de séparer un jeu en deux jeux plus petits. Ils se différencient des opérateurs structuraux car
les gains attribués dans les nouveaux jeux sont fonctions des gains des jeux initiaux. Le calcul
des nouveaux gains est effectué par une fonction dite de jointure qui permet de calculer le gain
global d’un agent a partir de ses gains locaux.

Dans la section 4.3 nous présentons la définition formelle des modules élémentaires, et de
la forme normale. Nous nous intéressons alors a la normalisation d’un réseau de jeux, et plus
particulierement aux dépendances que doit maintenir la forme normale.

L’algorithme de normalisation est présenté dans la section 4.4. Nous nous intéressons alors
a la reconstruction du réseau de départ a partir de la forme normale. Cette reconstruction se
fonde sur l'opérateur de jointure. La section se conclue par ’application de l'algorithme de
normalisation sur un réseau a quatre joueurs.

Enfin, la section 4.5 dresse un bilan de ce chapitre.

4.1 Structure, équilibres et réseaux de jeux équivalents

4.1.1 Structure et équilibres

La notion de structure est une notion propre aux réseaux de jeux, et qui n’existe pas dans
le cadre des jeux stratégiques. Elle décrit les interactions qui peuvent avoir lieu dans le réseau,
au contraire des équilibres qui décrivent le résultat de ces interactions.

Structure. Le terme de structure d’un réseau de jeux recouvre la maniere dont est construit
le réseau. La structure s’intéresse aux relations entre les joueurs et les jeux, il s’agit d’identifier
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1/2| o c3 1/2| o c5
O+ 4]m0 00 @ O] 4] 0o mn @
i | (0,00 (1,1 ¢ | (LY (0,0

Dans les tables, les cases grisées représentent les équilibres globaux en stratégies pures.

Fi1G. 4.1 — Des structures identiques pour des équilibres différents

quels joueurs participent & quels jeux, sans s’intéresser aucunement aux gains des joueurs ou
aux éventuels équilibres (locaux ou globaux). Ainsi, si 'on considére la structure du réseau de
jeux de la figure 4.2, on retiendra que les joueurs 1 et 2 participent a un méme jeu 1/2, et que
les joueurs 2 et 3 participent & un autre jeu 2/3.

Equilibres. La seule connaissance de la structure d’'un réseau ne permet pas de déterminer
le résultat des différentes interactions. Les équilibres (locaux et globaux) sont le résultat de ces
interactions et dépendent fortement des gains attribués aux différents joueurs. Alors qu’il semble
relativement évident que deux réseaux ayant la méme structure puissent avoir des configurations
d’équilibre différentes, la réciproque est également vraie : deux réseaux de structures différentes
peuvent avoir les mémes équilibres globaux.

Des structures identiques pour des équilibres différents. Considérons les réseaux de
jeux de la figure 4.1. Ces deux réseaux ont une structure identique, ici réduite a un seul jeu.
Par contre leurs équilibres globaux sont totalement différents. Ainsi, si 'on se place dans les
cadre des configurations pures, le réseau de gauche admet (ci,cl) et (¢2,c3) comme équilibres.
Au contraire le réseau de droite admet (ci,c3) et (¢7,cl) en tant que configuration d’équilibre.
Autrement dit, les deux réseaux modélisent des phénomenes d’interactions similaires — on
retrouve dans les deux cas les mémes agents ayant les mémes stratégies, et les agents qui inter-
agissent ensemble sont les mémes, i.e. les structures sont les mémes — mais pour autant, les
phénomenes ne sont pas identiques et conduisent a des situation d’équilibres différentes.

Des structures différentes pour des équilibre identiques. Deux réseaux de jeux peuvent
avoir des structures différentes, et pourtant les mémes équilibres globaux. Considérons ainsi
I’exemple de la figure 4.2. Le réseau de gauche est constitué d’un seul jeu a trois joueurs, alors
que dans le réseau de droite on retrouve deux jeux a deux joueurs. Cependant, dans les deux
cas, le calcul des équilibres globaux donne le méme résultat : (ci,cd, cd).

Nous avons ici deux modeles différents — ou plus précisément des modeles définissant des
interactions différentes entre les mémes agents — mais dont les interactions permettent d’at-
teindre les mémes configurations d’équilibres. Autrement dit, ces deux réseaux peuvent étre vus
comme des modélisation différentes d’'un méme phénomene.

4.1.2 Réseaux de jeux équivalents

La notion d’équivalence est utilisée pour qualifier le fait que deux réseaux ayant des struc-
tures différentes modélisent des sytemes similaires, des sytemes ayant les mémes configurations

75



DEUXIEME PARTIE RESEAUX DE JEUX
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| Les deux réseaux ont des structures différentes mais le méme état stable : (ci,ch, ci).

Fi1G. 4.2 — Des structures différentes pour des équilibres identiques

d’équilibres. Trois conditions doivent étre vérifiées pour que deux réseaux soient équivalents :
e tout d’abord les réseaux doivent faire intervenir les mémes joueurs,
e chaque joueur doit de plus avoir les mémes stratégies dans les deux réseaux,
e enfin, les équilibres globaux des deux réseaux doivent étre identiques.

L’équivalence entre deux réseaux de jeux se définit formellement de la maniére suivante :

DEFINITION 4.1 (EQUIVALENCE ENTRE DEUX RESEAUX DE JEUX)
Soient T! = (71, CY, %1) et T? = (? C? %?) deux réseaux de jeux. On note I'! =4 T2
I’équivalence entre T' et T2 :

gl = o7?
(t,CtuYy =4 (% C* %% < C' = C?
9T =9(1?)

Ainsi, les deux réseaux de la figure 4.2 ont des structures différentes mais les mémes équilibres
globaux, ils sont donc équivalents. Les deux réseaux modélisent la méme situation, mais le réseau
de droite rend explicite des interactions locales entre les joueurs 1 et 2 d’une part et 2 et 3 d’autre
part.

4.2 Modifier la structure du réseau

La modification de la structure d’un réseau de jeu, ou la restructuration, s’exprime en termes
d’opérateurs structuraur que sont ’ajout ou la suppression d’un jeu. La combinaison de ces
deux opérations, autrement dit remplacer un groupe de jeux par un autre groupe, est appelée
substitution.
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L’opérateur de jointure, ainsi que la relation de séparation, sont qualifiés d’opérateurs d’ob-
servation et different des opérateurs précédents car ils substituent a un ou plusieurs jeux, un ou
plusieurs nouveaux jeux dont les gains sont fonction des gains des jeux de départ. La séparation
est particulierement intéressante car elle permet de remplacer un jeu donné par un ensemble de
jeux plus petits (en terme de nombre d’agents), éventuellement plus simples & appréhender et a
analyser.

4.2.1 Opérateurs structuraux

Nous avons défini trois opérateurs structuraux (définition 4.2) :

o L’opérateur d’ajout consiste a ajouter un jeu stratégique a un réseau de jeu. Les joueurs
du jeu ajouté doivent étre des joueurs du réseau. Ils doivent de plus avoir acces aux mémes
stratégies dans le nouveau jeu et dans le réseau.

o L’opérateur de suppression consiste a enlever un des jeux stratégiques d’un réseau de jeu.
o L’opérateur de substitution consiste a remplacer un ensemble de jeux du réseau par un

autre.

Ces opérateurs se focalisent sur la structure d’un réseau et la modifient sans s’intéresser aux
gains des différents joueurs. Ils se définissent formellement de la maniére suivante :

DEFINITION 4.2 (OPERATEURS STRUCTURAUX)
Soient I' = (o7 ,C', % ) un réseau de jeux, et U € % un jeu du réseau I'. Soit U* = (A*, C*, u*)
un jeu stratégique vérifiant A* C &/ d’une part, et C; = C; pour tout i € A* d’autre part.
Alors :

e L’ajout a I' du jeu stratégique U* est noté [+U*|, ou [+(A*,u*)]. Le réseau résultant est

noté F[+U*]; ou F[+(A*,u*>] ;
e La suppression du jeu U est noté [~U]. Le réseau résultant est noté I'i_y :
F[—U} = <£{7 07 U — {U}>
e La substitution de U par U* est notée [U/U*]. Le réseau résultant est noté I'(yy/y+]

I‘[U/U’] = <’Q{7 C,% — {U} U {U*}>

Les opérateurs et notations sont étendus naturellement a I’ajout, la suppression ou la substitution
d’un ensemble de jeux.

Remarque. La substitution est la combinaison d’un ajout et d’une suppression. Ainsi :

Lo = C—o) v+ = (Cgve)) o]

Ajout, suppression et nombre d’équilibres. De maniere générale, 'ajout d’un jeu dans
un réseau permet de réduire le nombre d’équilibres globaux, car le nouveau jeu introduit des
contraintes sur les équilibres locaux qui n’étaient pas présentes dans le réseau initial. Et donc :
= FHU] = g(l“/) - %(F)

De maniere similaire, la suppression d’un jeu d’'un réseau augmente le nombre d’équilibres
globaux, car les contraintes créées par le jeu sur les équilibres locaux ne s’appliquent plus. Et
donc : IV = F[—U] = %(F’) D) g(F)
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1/2 | b c3 1/3 | c2 2/3 | i c3
o | (1,1) (0,0) c}‘(u) (2,0) cé (1,2)  (0,0)
c? | (0,0) (1,1) ¢ | (1,00 (1,1) cs | (0,0) (1,1)
d Réseau de jeux I' % Jeu U
i
+U] 1 ! [-2/3]
Voo
1/2 | c2 1/3 ] c2
1 ‘ (1,1) (0,0) g ‘ 1,1)  (2,0)
¢ | (0,0) (1,1) ¢ | (1,00 (1,1)
2/3 | i c
a | @2 (0,0
¢ | (0,0) (1,1)

Réseau de jeux I = Ty

On remarque que le jeu U apporte de nouvelles contraintes entre les joueurs 2 et 3. De fait,

le nombre d’équilibres globaux de T diminue lorsqu’on ajoute U. En particulier ¢ = (%[CH +

3letl, gles] + 51e3]. [e3]) € 4(T) mais ¢ ¢ 9(Tp10).-
Fia. 4.3 — Illustration de 'ajout et de la suppression de jeux

EXEMPLE 4.1 (AJOUT DE JEUX ET NOMBRE D’EQUILIBRES)
La figure 4.3 présente l'ajout d’un jeu a deux joueurs dans un réseau de jeux. Le calcul des
équilibres donne les résultats suivants :

e Pour le réseau I :

o Nash(1/2) = { (el [c3]), (e8], [c3]), ([e1) + 313

o Nash(1/3) = { ([cl]. &), (3[ct] + 3[), [eh))}

o et done (T) = { ([e}], [} [cd]), (3[et] + 31e3), 3 [eh] + 3[cBl. [ed]) |
e Pour le jeu U :

o Nash(t7) = { (Icd], [e}]). (18], [63)), (31e) + 2(c3), 31ch) + 313 }

e Pour le réseau I", il suffit de combiner les équilibres de U a ceux de T :

o 9(r) = { ([cl],[e4]. 144 }
On observe bien que 4(I") C 4(T"), et méme 4(I'") C 4(T").

Lehl + 31D }

EXEMPLE 4.2 (SUBSTITUTION)
La figure 4.4 présente un exemple de deux substitutions. La premiére remplace le jeu U entre
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Ut c% c%
g | (0,0) (1,1)
1 772 g | (L1 (0,0
U=1/2 | C% c% [U/{U ) U }]
(1H o [ (L1 (0,00 K : ) —————— -
C% ‘ (0’0) (171) ®< - - . >@
U c &
Réseau de jeux I' ol (2,22) (0,20)
¢ | (0,0) (3,3)
i o g Réseau de jeux I = L'y 1 2y
cf ‘ 0,0) (1,1) I
et | (1,1)  (0,0) :
Jeu U? i [U/U3]
" (2652) (0650) A I T
310 ’ T @D @LD
100 @9 4l an 0o
o O @
U3 cé c% U? C% c%
ad | 44 (1,1 ad (22 (0,0)
g | (1,1) (0,0) g | (0,0) (3,3)
Jeu U3 Réseau de jeux I'" = FEUI/U:;]

Fia. 4.4 — Tllustration de la substitution

les joueurs 1 et 2 par un ensemble de deux jeux U' et U?. La deuxiéme substitution se contente
de substituer le jeu U' par le jeu U3.

4.2.2 Opérateurs d’observation

Contrairement aux opérateurs précédents, avec les opérateurs d’observation les gains du
nouveau jeu sont calculés a partir des gains des anciens jeux. Pour ce faire, il est nécessaire
de définir un fonction, dite fonction de jointure qui décrit le calcul permettant d’obtenir les
nouveaux gains.

Opérateur de jointure

L’opérateur de jointure consiste a réunir deux jeux en un seul, et permet donc de réduire le
nombre de jeux d’un réseau.

DEFINITION 4.3 (JOINTURE SELON w)

Soit T' = (& ,C,% ) un réseau de jeux. Soient U; = (A, ul) € U et Uy = (A%,u?) € % deux
jeux du réseau. Soit w : R x R +— R une fonction de jointure. On rappelle que p est la fonction
de projection définie au chapitre 3 (définition 3.5, page 60). On note Uy \/* Uy la jointure des
jeux Uy et Us :

Ul\/UQ = <A1 UAQ,U>
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avec

u} (p(c, Ar)) sii e Ay — As

Ve € H C; UZ(C) = UZQ (P(C, AQ)) sit € Ay — Ay
1€(A1UA2)
W(ull (p(c, Ar)),uZ (p(c, Ag))) sinon (i.e. sii € A1 N Ag)

Le réseau résultant de la jointure de U' et U? est noté INRVEEiS

Remarque. L’opérateur de jointure tire ses propriétés des propriétés de la fonction de jointure. En
particulier, si celle-ci est commutative la jointure le sera également, de méme pour ’associativité
ou la distributivité.

La fonction de jointure explique comment un agent peut calculer sont gain global a partir
des gains locaux lui étant attribués dans les différents jeux du réseau. La fonction addition
(z,y) — x + y peut, par exemple, étre candidate en tant que fonction de jointure pour obtenir
une définition concréte de opérateur \/*. Ainsi étant donné un agent i, si celui-ci ne participent
qu’a un seul des deux jeux joints (i € A} — Az ou i € Ay — Aj), son gain dans le jeu final restera
inchangé. Par contre si le joueur participe aux deux jeux (i € A; N A), la fonction de jointure
est utilisée pour combiner les deux gains.

EXEMPLE 4.3 (OPERATEUR DE JOINTURE)

La figure 4.5 présente la jointure d’un réseau de jeux a trois joueurs et trois jeux en un réseau
a trois joueurs et deux jeux puis en un réseau a un seul jeu. L’addition étant associative, on
retrouve le méme résultat quelques que soient les deux premiers jeux joints.

Le choix de la fonction de jointure est central car elle modifie les gains du jeu final, et par
conséquent les équilibres. La figure 4.6 décrit un exemple illustrant son importance.

Relation de séparation

La relation de séparation autorise ’opération inverse de la jointure. La séparation consiste a
« couper » un jeu en deux, elle se définit formellement de la maniéere suivante :

DEFINITION 4.4 (SEPARATION SELON w)
Soit I' = (&7, C, % ) un réseau de jeux. Soit w : R x R — R une fonction de jointure.

On note ((A',ul), (A% u?)) € A“ U la séparation (selon w) d’un jeu (A,u) € % en les jeux
(AY ul) et (A% u?) :

w w

(<A17 ’LL1>, <A2a U2>) € /\(Aa U> Ang <Al) u1> \/<A27 U2> = <A’ u>
Le réseau résultant de la séparation de U est noté I'iz«

Au contraire de la jointure de deux jeux qui fournit un résultat unique, la relation de
séparation n’est pas déterministe. En effet, plusieurs groupes de deux jeux peuvent fournir le
méme résultat une fois joints. Ainsi, comme le montre la figure 4.5, la séparation d’un jeu (ici
I'") peut fournir plusieurs solutions (ici I'! et I'?).
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1
12| < € 1/3 | c3 &
aq [ 01 (23 aq 69 (01
| (45 (6,7 o | (23 (45)
2/3| cl c2
Cé (6,7) (8,9
51 (071) (273)
Réseau de jeux I'
Y4 XN
-, ~
Pt BONN
1/2VFr1/3 22m AT ATT? N3 1/3V72/3
-7 AINEN
¥ s NN
Stratégies Gains /%
Cll 012 013 i w2 U8 1 5 Stratégies Gains
¢ c c% 8 1 9 1/2 | o c5 c C, C u u e
ad 0 1 1 g | (0,1) (2,3 Cll 012 013 81 62 1g
e 3 cé 0 3 9 | (45 (6,7 C% C% cg 0 8 10
a4 2 2 3 1 1 3 3
o2 o J 6 5 3 ¢y c5 cg 8 0 10
1 2 1 2 0 2 4
2 c c% 8 5 5 4 2 %
3 3 3 g 2 6 10
g 2 ¢ 8 7 3 ) 2 3
3 3 3 c c c: 4 8 14
2 & &1 7 5 a 2 dll e o 4
1 2 3
2 3 2
ci c3 c3 4 2 8
2/3 | i c3
Cé (6,7)  (8,9) 2
5] (Oal) (273)
éseau de jeux éseau de jeux
R de j It R de j 2
NN 7’
NN e
AN o,
+ + O + v + L7 + +
(1/2VF1/3)VF2/3 N AT AT 1BV 2BV
\\\\ ////
Stratégies Gains
Cl CQ Cg. ul u us
c% c% cé 8 7 16
b 0 9 10
<:> c% c% cé 10 3 10 (:)
ci C% c% 2 5 4
cy c5 c% 6 11 10
el c 8 13 14
c% c% c3 8 7 4
c% c% cg 10 9 8

Réseau de jeux I

FiG. 4.5 — Jointures et séparations successives.
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1/2 | c2 1/3 cl c3
cad | 41) (0,0 o | (0,1) (0,0)
¢ | (0,0) (1,1) ¢ | 0,0 11
- - ~ ~
- - g = ~ ~
Max -7 T~ min
1/2yMer1y3 - SR YPAVER VE!
Ve - = N
Stratégies Gains Stratégies Gains
Ch Cy C3 up  uz U3 Ch Cy Cs up  us U3
d a4 4 1 1 q  a 0o 1 1
cl cl cg 4 1 0 cl cl c% 0 1 0
1 2 3 1 2 3
@_ o cé o o0 1 _@ @_ o cé o o0 1 _@
c% c% c3 0 0 0 c% c% cs 0 0 0
cf c% cé 0 0 0 c? c% cé 0 0 0
c% c% cf 0 0 1 c? c% c{ 0 0 1
c% c% c3 1 1 0 c? c% ca 0 1 0
c% cg c% 1 1 1 c? cg c% 1 1 1

Fi1G. 4.6 — Un réseau de jeux pour illustrer 'importance de la fonction de jointure.

Fonction de jointure

La jointure et la séparation dépendent d’une fonction w, dite fonction de jointure. Pour
illustrer son importance, considérons le réseau I' de la figure 4.6 qui se compose de deux jeux
1/2 et 2/3. La figure présente également les réseaux résultant de la jointure des deux jeux de T :

o I'Maz gt obtenu en utilisant la fonction maximum (z,y) — Max(z,y),

e I est obtenu en utilisant la fonction minimum (z,y) — min(z,y).

Les deux réseaux résultant de la jointure ont bien entendu la méme structure. Cependant, si
I’on étudie leurs équilibres globaux, des différences apparaissent :

e Pour le réseau de départ I" :

o Nash(1/2) = { ([el], c3]); (1e3],c3]), (3et] + [e). $leh) + £[c3]) |

o Nash(1/3) = { (lel],[e3]), (18], [c3]), (3[e}] + 31 [ed]) |

o et donc 9(T) = { ([el]. [&}) [e4]), (&3 [c3 [e3]), (led] + B1e3), §1eh] + £13], [e3)) }
e Pour le réseau joint I :

o (1) = { ({ct], [ed], [3]), (3] [eB]. [e3]) }

e Pour le réseau joint I'Ma® .
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Exemple G Exemple 0 Exemple o
0, O—O ® @ ®

OLHO11-®

Fia. 4.7 — Graphe de dépendances et modules élémentaires

o on peut déja noter que ¥(I') C ¥(I'Maz)
o de plus, ¢ = (3[c}] + 3[c3], £[ch] + 2[c3], [c3]) € 9(IMo) et ¢ € 4(I).

Nous avons donc pour cet exemple :
@™y c 9(I') ¢ 9(rMar)

Comme nous pouvons le voir, les réseaus de jeux I' et ses deux réseaux joints T'Me® et T ont
tous des équilibres différents.

4.3 Modules élémentaires et forme normale

Plusieurs réseaux de jeux peuvent modéliser la méme situation (avoir les mémes équilibres)
sans pour autant posséder la méme structure. Bien que les réseaux soient alors équivalents,
leur analyse dépend fortement de la structure. En particulier, une structure « en un seul jeu »
demande un calcul préalable pour déterminer les interactions locales. La pertinence de la struc-
ture, autrement dit sa capacité a rendre compte des interactions locales, est donc essentielle pour
I’analyse d’un réseau de jeux.

Plus précisément, nous nous intéressons a la recherche d’une structure permettant de capturer
les interactions locales élémentaires du réseau. Un réseau de jeux admettant une telle structure
est appelée forme normale, et chaque jeu module élémentaire.

4.3.1 Modules élémentaires

Dans un réseau de jeux les interactions sont analysées au travers de la dépendance d’agents
par gains'. Un module élémentaire capture les interactions locales d'un réseau de jeux. Il se
définit donc par rapport aux dépendances entre ses agents.

La figure 4.7 propose différents graphes de dépendances entre trois joueurs ainsi que les
modules élémentaires associés. Dans les exemples (a) et (b), le joueur 3 ne dépend que du joueur
2, un module élémentaire est donc créé pour modéliser cette dépendance. Dans le jeu (c) le
joueur 2 dépend a la fois des joueurs 1 et 2. Le module élémentaire correspondant fait donc
participer a un méme jeu les trois joueurs.

De maniere formelle, un jeu est un module élémentaire si au moins un des joueurs dépend
de tous les autres.

'La notion de dépendance a été formalisée dans le chapitre précédent. Informellement un joueur 1 dépend d’un
joueur 2 si les gains de 2 sont modifiés lorsque 1 change seul de stratégie.
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1/3 | c2

Stratégies Gains | 44 (3,3
Ch Co Cs (75} ug u3 ci (1,1) (2,2)
ci c% cé 4 8 4
c% c% c% 4 7 3 2/3 | cé cg
cy c5 c3 3 4 1 I &4 (3.3)
cl c3 c3 3 5 2 3 ’ ’

L9 G 1wy @2
2 el c% 1 8 4 2 ’ ’
c% cé c3 1 7 3
c? cg ct 2 4 1
c? c3 c% 2 5 2

1 2 3

Réseau de jeux I’ Réseau de jeux I

o—— =) = ==

Les deux réseauz de jeuz ont les mémes équilibres globauz (il n’en existe qu’un seul dans chaque
réseau : (c},cl,cd)), ils sont donc équivalents. Au vue du graphe de dépendances, les jeuz de
I sont élémentaires.

F1G. 4.8 — Un réseau de jeux et une forme normale équivalente

DEFINITION 4.5 (MODULE ELEMENTAIRE)
Soient I' = (o7 ,C, % ) un réseau de jeux et (A,u) € % un jeu du réseau.

(A, u) est élémentaire < Fie€ A, Vj € A—{i} joui

Les modules élémentaires capturent I'influence d’un ensemble de joueurs sur un agent. Une
séparation du module élémentaire nécessiterait un découplage de I'influence de ces joueurs. Ainsi,
si lon calcule le graphe de dépendance du réseau IV de la figure 4.5 (page 81), on s’apercoit que
chaque agent est dépendant des deux autres. Bien que la figure 4.5 présente également le réseau
I' obtenue par séparation successives de I/, cette séparation n’a pu étre faite qu’en découplant
les influences des différents joueurs. Dans I le joueur 1 est soumis & 'influence conjointe des
joueurs 2 et 3. Dans le réseau I', 1 est influencé d’une part par 2 et d’autre part par 3. Mais
sans connaissance a priori, cette séparation ne correspond pas & une décomposition en modules
élémentaires, en fait, le réseau I'' est déja un module élémentaire.

4.3.2 Normaliser un réseau de jeu

Identifier un réseau de jeux en tant que forme normale, et normaliser un réseau de jeux sont
deux problemes différents. Dans le premier cas, il suffit de vérifier que chaque jeu du réseau est
élémentaire. Dans le deuxieme cas il faut construire un nouveau réseau, équivalent au réseau
initial, et composé uniquement de modules élémentaires.

Cependant la normalisation d’un réseau de jeux conduit a trouver non seulement un réseau
élémentaire équivalent, mais également a rendre explicite les interactions locales élémentaires.
Considérons ainsi la figure 4.8 qui présente un réseau de jeux I et une forme normale équivalente
a I': I”. La figure présente également les graphes de dépendances associés & chaque réseau.
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1/2 | b c5 ~ 2/3 | i c2
( — 1 (4,00 (3,0) 2 k| (8,4 (7,3 —— : )
c% ‘ (1,0) (2,0) = c§ 4,1) (5,2)

F1G. 4.9 — Normalisation du réseau I' de la figure 4.8

Le joueur 1 est influencé par 2 dans le réseau de départ I', néanmoins ce n’est pas le cas dans
le réseau I'V. On note méme que 1 influence et est influencé par 3 dans I/, alors qu’aucune de ces
dépendances n’apparait dans I'. En fait, bien que I soit une forme normale équivalente a T, elle
ne correspond pas & une normalisation de I' car elle ne capture pas les interactions élémentaires
du réseau. Ainsi, il est nécessaire que la normalisation d’un réseau conserve les dépendances du
réseau de départ au sens de la définition 4.6.

DEFINITION 4.6 (CONSERVATION (FORTE) DES DEPENDANCES)
Soient I' = (o ,C, %) et I'* = (&, C*, %*) deux réseaux de jeux tels que &/* = o et C* = C.
'™ conserve (fortement) les dépendances de I' si, et seulement si :

V(A u)y e %, Yie A, (A" u*) e ™ 6,.(1) =6, (1)

La normalisation d’un réseau de jeux peut alors se définir comme la recherche d’une forme
normale équivalente conservant les dépendances.

DEFINITION 4.7 (NORMALISER UN RESEAU DE JEU)
Normaliser un réseau de jeu I' consiste a trouver un réseau de jeu I'* tel que :

o I'* est équivalent a I',
e I'* est une forme normale (i.e. composée de modules élémentaires),

e I'* conserve fortement les dépendances de T'.

La figure 4.9 propose une normalisation du réseau I' de la figure 4.8. On observe un jeu entre
2 et 3 qui correspond a l'interdépendance des joueurs. Puisque le joueur 1 dépend du joueur 2
mais pas du joueur 3 on observe également un jeu entre 1 et 2.

Unicité de la normalisation. Formellement, la normalisation n’est pas unique. En effet, les
équilibres de Nash d’un jeu (et donc les équilibres globaux d’un réseau de jeux) ne dépendent
pas directement des gains d’un joueur, mais du rapport entre ceux-ci. Si tous les gains d’un
joueur sont multipliés par un méme coefficient, les équilibres de Nash restent inchangés. De fait,
on peut alors normaliser différemment un réseau de jeux suivant la politique d’attribution des
gains.

Il est également possible de créer des réseaux de jeux tels 't ou I'? de la figure 4.5 (page 81).
Dans ces deux réseaux, on observe d’une part un jeu a trois joueurs (1, 2 et 3), et d’autre part,
des « sous-jeux » auxquels participent un sous ensemble de ces trois joueurs (2 et 3 dans le cas
de T'! ou 1 et 2 dans le cas de I'?). En fait, on peut & partir d’une forme normale (e.g. I') issue
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de la normalisation d’un réseau initial construire un autre réseau (e.g. I'* ou I'?) en ajoutant des
sous-jeux respectant les contraintes imposées aux joueurs dans la forme normale (et qui imposent
les équilibres globaux). Ce nouveau réseau sera alors une forme normale équivalente au réseau
de départ, et conservant les dépendances.

En ce qui concerne l'algorithme de normalisation que nous proposons dans la section suivante,
la forme normale que nous construisons est telle que le nombre de jeux est minimum (il n’y a
aucun sous-jeu). Notre politique d’attribution des gains implique qu’ils seront soit égaux a ceux
du jeu de départ, soit d’une valeur arbitrairement choisie, et notée .

4.4 Algorithme de normalisation

L’algorithme de normalisation opére sur chacun des jeux du réseau de départ, et les normalise.
La normalisation du réseau est alors obtenue en substituant a chacun des jeux du réseau leur
normalisation.

La décomposition d’un jeu en modules élémentaires s’effectue en étudiant les dépendances
entre les joueurs, et en créant des modules tels que si un agent est dépendant d’'un ensemble
de joueurs dans le jeu de départ, alors il existe un module élémentaire qui contient cet agent et
ces joueurs, et qui respecte les dépendances de départ. La méthode de décomposition s’inspire
des opérateurs d’observation présentés dans la section 4.2. En particulier, la reconstruction du
jeu de départ a partir des modules élémentaires peut s’effectuer par jointure successives de ces
modules. L’algorithme est tel que le choix de la fonction de jointure a peu d’importance, du
moment que celle-ci admet un élément neutre. En ce qui concerne les gains, notre politique est
de conserver autant que possible les valeurs des gains du jeu de départ. Intuitivement, la forme
normale sera telle que pour un joueur donné, ses gains seront « concentrés » dans quelques uns
des modules (généralement un seul). Tous les autres modules se verront attribuer pour gains
I’élément neutre de la fonction de jointure.

4.4.1 Algorithme de normalisation d’un jeu

L’algorithme de la figure 4.10 se fonde sur les relations de dépendances pour calculer dans
un premier temps la structure du réseau final et dans un deuxieéme temps attribuer les gains.

Calcul de la structure

La premiere étape consiste a étudier le graphe de dépendances pour déterminer la structure
de la forme normale :
e Dans un premier temps, pour chaque agent i € A du jeu de départ G = (A, C,u), on crée
un module m = (A™, u") le contenant lui et 'ensemble de ses prédécesseurs dans le graphe
de dépendances (0, (7)), i.e. le contenant lui et ’ensemble des joueurs qui 'influencent.

e Dans un deuxiéme temps, cette structure se simplifie pour ne pas créer de modules ayant le
méme ensemble de joueurs, ou de modules dont les joueurs seraient inclus dans un module
plus grand. Ainsi, étant donnés m = (A™, u) et n = (A", u"), deux modules on ne pourra
avoir ni A™ C A™, ni A" C A™. Cette étape permet de réduire le nombre de modules, et
d’éviter une redondance d’information.

Attribution des gains

Cette seconde étape se fonde sur les propriétés de la structure calculée a 1’étape précédente
pour attribuer les gains aux différents joueurs. Considérons ainsi le jeu initial G = (A, C,u),
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Algo Normalise((A, C,u) : un jeu)
U =10;

m:=0;

/*Calcul de la structure™/
Pour Tout i € A FAIRE

m:=m++1;

A™ =140 U oy (i) ;
FiNPourTouT
M =1[1:m];
Pour TouT m’ € [1: m] FAIRE

| M =M —{m" € M|A™ C A™ v (A™ =A™ Am" <m')};

FINPouRrRTouUT

/* Attribution des gains™®/
Pour Tour m € M FAIRE
Pour Tout i € A™ FAIRE
S1 0, (i) € A™ ALORS

Pour Tout ¢™ € H C; FAIRE
jeAm
| u*(c¢™) := Gains(c™, 1) ;
FiNPourTouT
SINON
Pour Tour ¢ € [] C; Fare
jeAm
’ u (") =e;
FiNPourTouT
FINSI
FiNPourTouT
U =UU{(A" u")};
FiNPourTouT

RETOURNER (A,C, % ) ;
On rappelle que Gains est définie de la maniere suivante :

Gains @ [[;eam CjxA — R
(c™,i) — wu;(c) avec ¢ € [[;c4 Cj telle que p(c, A™) = ™

Fia. 4.10 — Algorithme de normalisation d’un jeu
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m = (A™, 4™) un module élémentaire, et ¢ € A™ un agent participant a ce module.

e Si tous les prédécesseurs de i participent au module m (si 6, (i) C A™), il est possible de
récupérer le gain directement dans le jeu initial. En effet, puisque tous les prédesseurs de i
sont dans m, aucun des joueurs manquant ne peut modifier le gain de 4. Plus formellement,
quelque soit le jeu (A*, C*, u*), nous avons :

V(0,0') € ACH)2, Vj € A* ( p(0,6.(7)) = p(0,6.(5)) = wi(o) = ui(o’) )

Donc, étant donnée une configuration pure ¢ € Hje 4m Cj de m, toutes les configurations
pures ¢ € Hje 4 Cj de G telles que la projection de c sur les agents de m soit égale a c¢™
attribueront le méme gain a ’agent 7. Formellement :

V™ e H Cj, v eR, Vee HCj ( plc, A™) =c" = wuj(c)=v )
jEAm jEA

La fonction Gains dont il est question dans ’algorithme de la figure 4.10 recherche dans
le jeu de départ G une configuration vérifiant ces conditions de projection, et attribue son
gain au joueur 1.

Gains : [[;c4mCjxA4 — R
(c™,i) = w(c) avec c € [[;c4 Cj telle que p(c, A™) = c™

e Si un des prédécesseurs de ¢ ne participe pas au module m, on ne peut pas trouver de gain
unique dans le jeu de départ G. Nous attribuons alors un gain arbitraire noté €. Tous les
gains de ¢ dans le jeu que nous construisons sont donc égaux a . De fait, nous ne créons
pas de contrainte sur le joueur ¢ qui est libre, dans ce jeu, de choisir n’importe quelle
stratégie pour maximiser son gain. Ainsi, nous ne réduisons pas I’ensemble des équilibres
de Nash possibles.

Preuve de I’algorithme

L’algorithme présenté figure 4.10 construit un réseau de jeux normalisant le jeu initial comme
I’exprime le théoreme 4.1.

THEOREME 4.1 (ALGORITHME DE NORMALISATION)

Soient G un jeu stratégique et I' le réseau de jeux calculé en appliquant I’algorithme de nor-
malisation sur GG. Alors I' est une normalisation de G i.e. une forme normale, équivalente a G,
conservant fortement les dépendances de G.

PREUVE. La preuve de ce théoréme est présentée dans 'annexe D, page 148. |

Complexité

La complexité de I'algorithme est proportionnelle au nombre de configurations pures de jeux.
Si le jeu se constitue de n joueurs, chaque joueur ayant p stratégies, la complexité est alors n? xp™.
Cependant, la complexité est n? si chaque agent dépend de tous les autres, autrement dit si le
jeu est déja sous forme de module élémentaire. La complexité n? x p™ n’est obtenue qu’avec
des jeux ou les agents sont fortement indépendants les uns des autres. Dans ce cas, le jeu est
hautement séparable, et la complexité du calcul des équilibres globaux est alors réduite car le
nombre de joueurs par jeu est faible.
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Stratégies Gains
(D\ Ci1 Co (O3 C4 u1 us us Ug /(2)

1 a  a c —4 -1 2 -2
c% c% ci ci 3 11 2 5
ci c% c c}l -4 -1 1 —2
ci cé cg ci 3 11 1 5
et 5 & i ||-4 9 13 6
c cé cg 3 3 4 13 15
ci cg c% cé —3 4 i - 2 165
c c c c —
c% c% c% c4 7 -1 2 -2

3 f i 3 5 11 2 5
c c c c —
c% cz cg ci 7 -1 1 -2
c% c% cs3 ci -5 11 1 5
c% c% C% c}l 7 9 13 6
cf c% cg ci -5 4 13 15
c? c§ o c% 7 9 -3 6
cf c5 c3 ci —5 4 -3 15

Fia. 4.11 — Un jeu a quatre joueurs pour illustrer l'algorithme de normalisation

4.4.2 Reconstruire le réseau initial

L’algorithme de normalisation s’inspire de la séparation. Il est alors possible de reconstruire
le réseau initial & partir de la forme normale par jointures successives. Nous n’avons pas spécifié
de fonction de jointure dans 1’algorithme et, de fait, toute fonction admettant un élément neutre?
est compatible. En effet, ’algorithme de normalisation est tel que les joueurs se voient attribuer
pour gains soit un gain égal au gain du jeu initial, soit un gain noté ¢, et correspondant justement
a ’élément neutre de la fonction de jointure.

La jointure pour les fonctions admettant un élément neutre se définit de la maniere suivante :

DEFINITION 4.8 (JOINTURE AVEC ELEMENT NEUTRE)

Soit T' = (o7 ,C,% ) un réseau de jeux. Soient U' = (A',u') € % et U? = (A%, u?) € % deux
jeux du réseau. Soit w : R x R — R une fonction de jointure admettant ¢ pour élément neutre.
Alors Uy vw Uy = <A1 U As, u> avec

Ve € [Lig(aruaz) Ci, Vi€ A'— A% wi(c) = uj(p(c, AY))

Vie A2 =AY wi(c) = ui(p(c, A%))

1

e s
. o= ) ui(ple st u? (p(e, =€
HEANAT )= (o a) si ud(pler AD) = u (ple, AV)

4.4.3 Exemple de normalisation d’un jeu a quatre joueurs

Normalisation. Nous allons appliquer I’algorithme de normalisation sur le jeu G = (A, C, u)
de la figure 4.11 :

e Dépendances. Les dépendances calculées a partir de la table de gains sont résumées par
le graphe de dépendances de la figure 4.12. On peut remarquer en particulier que les agents

20n rappelle que € € R est élément neutre pour la fonction w : RxR — R si, et seulement si:Vz € R w(zx,e) =
wle,z) =1

89



DEUXIEME PARTIE RESEAUX DE JEUX

Les cadres en pointillés représentent les jeux qui seront créés par l’algorithme de normalisation.

Fi1G. 4.12 — Graphe de dépendances du jeu de la figure 4.11

2 et 4 dépendent mutuellement I'un de 'autre, alors que ’agent 1 ne dépend que de ’agent
4, et 'agent 3 ne dépend que de ’agent 2.

Structure. Pour chaque joueur, l'algorithme crée un jeu le contenant lui et tous ces
prédécesseurs. Ainsi, il crée :

o le jeu 1/4 pour les joueurs 1 et 4 en analysant les dépendances du joueur 1,
o le jeu 2/4 pour les joueurs 2 et 4 en analysant les dépendances du joueur 2,

o le jeu 2/3 pour les joueurs 2 et 3 en analysant les dépendances du joueur 3,

L’analyse des dépendances du joueur 4 implique la création d’un jeu entre 2 et 4 qui existe
déja. La figure 4.12 montre la sélection des jeux a créer a partir du graphe de dépendances.

Gains. L’algorithme attribue les gains de la maniere suivante :

o Pour le jeu 1/4 : tous les prédécesseurs de 1 sont présents, on lui attribue donc des gains
issus du jeu initial ; il manque le joueur 2 qui influence 4, les gains de 4 sont donc tous
égaux a €.

o Pour le jeu 2/3 : il manque le joueur 4 qui influence 2, les gains de 2 sont donc tous
égaux a € ; tous les prédécesseurs de 3 sont présents, on lui attribue donc des gains issus
du jeu initial.

o Pour le jeu 2/4 : tous les prédécesseurs de 2 et 4 sont présents, on leur attribue donc
des gains issus du jeu initial.

La figure 4.13 présente la forme normale obtenue.

Equilibres. Le calcul des équilibres de Nash du jeu initial G peut alors étre réalisé en calculant
les équilibres globaux du réseau normalisé I" :

° Equilibres locaux :

o Pour le jeu 1/4

Nash(1/4) = { (el]. (), (2} [e}) } U { (o, glel] + 35 1)) | o1 € ACn)}
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(? 2

1/4 | o c2 2/4 | s c2 2/3 | i c3
c (—4,e)  (3,¢) cl (-1,-2) (11,5) cd (¢,2) (e, 1)
et ‘ (7,€) (—5,¢) c% (9,6) (4,15) cg ‘ (e,13)  (&,-3)

4 ®

F1G. 4.13 — Forme normale du jeu de la figure 4.11 obtenue par I’algorithme de normalisation

o Pour le jeu 2/3

Nash(2/3) = { (], [e}]), (168, [e}) } U { G led] + §131.05) | 05 € A(C)}

o Pour le jeu 2/4
Nash(2/4) = {([c%L [c?d)}

° Equilibres globaux :

(1) = {(1el). [e}) [e}). [¢3) }

4.5 Bilan

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressé a la recherche des interactions élémentaires d’un
réseau de jeux. En effet, en considérant que les équilibres globaux d’un réseau de jeux permettent
de capturer les états stables du syteme modélisé, il apparait que plusieurs modélisations peuvent
mener aux mémes états stables. Autrement dit, deux réseaux de jeux faisant intervenir les
mémes agents mais dans des interactions différentes — i.e. deux réseaux ayant des structures
différentes — peuvent cependant posséder les mémes équilibres globaux. De tels réseaux sont
dits équivalents.

Se pose alors la question, étant donné un jeu initial, d’exhiber une représentation capable a
la fois de capturer les mémes configurations d’équilibres que le jeu de départ tout en modélisant
« au mieux » les interactions locales inhérentes au réseau.

Pour répondre a cette question nous nous sommes intéressé aux opérateurs autorisant la
modification de la structure du réseau, et en particulier la jointure et la séparation. Nous avons
alors défini de maniere formelle la notion de modules élémentaires. Cette définition se fonde sur
la notion de dépendance qui permet de déterminer si un agent en influence un autre. Dans un
module élémentaire, au moins un des agents est influencé par tout les autres. Ainsi, la séparation
de ce module entralnerait nécessairement la perte d’une partie des interactions locales. Plus
précisément, il est possible de séparer un module élémentaire, mais sous la seule condition de
découpler I'influence des agents.

Fondé sur la notion de modules élémentaires, nous avons proposé un algorithme de norma-
lisation d’un jeu. Cet algorithme recherche un réseau de jeux composé uniquement de modules
élémentaires, autrement dit une forme normale. Le réseau de jeux doit de plus étre équivalent au
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jeu initial et en conserver les dépendances (i.e. les interactions locales). L’algorithme de normali-
sation s’appliquent sur un jeu. La normalisation d’un réseau de jeux est obtenue en normalisant
chacun des jeux qui composent le réseau.

Deux étapes composent l'algorithme de normalisation. Dans la premiere nous étudions les
dépendances du jeu initial afin de déterminer la structure de la forme normale. Dans un deuxieme
temps, nous nous fondons sur cette structure pour attribuer les gains aux différents joueurs.

Etant donné un joueur, deux types de jeux existe alors dans le réseau normalisé :

e soit le jeu contient tous les agents influencant le joueur et dans ce cas son gain peut étre
calculé directement a partir de son gain initial,

e soit un des agents dont dépend le joueur est manquant, et nous lui attribuons un gain
arbitraire et noté .

L’attribution des gains en fonction des deux types de jeux est telle qu’il est possible de retrouver le
jeu initial en fusionnant deux a deux les différents jeux du réseau normalisé a I’aide de I'opérateur
de jointure.

La normalisation d’un réseau de jeux met en valeur la notion de groupe atomique d’interac-
tions, c’est-a-dire de modules élémentaires. De plus, les équilibres étant conservés, il est possible
de les calculer a partir du réseau normalisé, profitant ainsi de la taille réduite des jeux pour
diminuer la complexité du calcul.
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Dans ce chapitre nous nous intéressons a l'utilisation de la théorie des réseaux de jeux pour
modéliser les phénomeénes de réqulation génétique.

Les réseaux de jeux peuvent s’appliquer comme modele a I'analyse de la dynamique des
réseaux de régulation génétique. Ces réseaux décrivent des interactions entre genes, et en parti-
culier 'influence que peut avoir ’état d’un gene sur ’état des autres genes.

L’objet de notre modélisation est de définir un réseau de jeux dont les équilibres globaux cor-
respondent aux états stables du réseau de régulation. Sa conception conduit a définir les joueurs,
les stratégies et les gains pour chaque jeu du réseau. Plus précisément, les joueurs correspondent
aux « objets » biologiques & 'origine des interactions, autrement dit les genes; les stratégies
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décrivent les différentes capacités d’influence des geénes; et les gains modélisent la dynamique
du réseau de régulation. Nous proposons une regle d’attribution définissant les gains pour les
régulations élémentaires ('influence d’un gene sur un autre gene). Les jeux correspondant &
ces régulations élémentaires peuvent alors étre assemblés pour constituer des réseaux de jeux
modélisant les circuits élémentaires (deux genes s’influencant mutuellement) ou des régulations
plus complexes.

Dans la modélisation par réseaux de jeux, chaque jeu du réseau capture les interactions lo-
cales a un groupe de genes et fournit ainsi naturellement une description modulaire des réseaux
de régulation en identifiant un jeu & un module. Cette notion de module est centrale non seule-
ment dans les réseaux de régulation génétique ([SOMMAO2, SSR*03, TR99]) mais également
dans les réseaux métaboliques ([JTAT00, RSM102]), et plus généralament dans les systemes
biologiques ([IBST02, SFKT05, WA03]). Elle fait référence & une unité fonctionnelle possédant
une certaine indépendance vis-a-vis des autres composants du systeme. Les modules constitue-
raient les « brigues de base » ([MSOIT02]) composant le systéme et permettraient d’expliquer
les fonctions biologiques complexes comme un « assemblage » de modules.

La suite du chapitre se découpe de la maniere suivante. La section 5.1 présente le phénomene
de régulation génétique en commencant par les mécanismes d’expression des genes. Nous étudions
ensuite la dynamique discrete des réseaux de régulation génétique.

Dans la section 5.2 nous nous intéressons au jeu de régulation. Nous présentons en particulier
les méthodes d’attribution des gains pour les régulations élémentaires (un gene influencant un
autre gene) avant d’en venir aux circuits élémentaires (deux genes s’influengant 'un l'autre) et
a un réseau de circuits.

Les sections 5.3 et 5.4 s’intéressent a des modélisations de réseaux de jeux réels. La section
5.3 présente un cas de régulation lors de la division cellulaire par les genes pb3, p21 et cdk2. La
section 5.4 s’intéresse a la croissance des fleurs d’Arabidopsis thaliana, organisme modeéle dans
I’étude des végétaux.

Enfin, la section 5.5 dresse un bilan de ce chapitre.

5.1 Reégulation génétique

L’information génétique confere aux cellules la capacité de maintenir un haut degré d’orga-
nisation dans un univers désordonné. Le dogme central de la biologie explique le mécanisme par
lequel I'information brute, codée dans les genes de 'acide désoxyribonucléique ou ADN, s’ex-
prime sous forme de protéines, qui pourront interagir avec l’organisme. Ces protéines peuvent
en particulier influencer le mécanisme méme de ’expression de 'information, soit en le facilitant
soit en 'inhibant.

5.1.1 Meécanismes d’expression : des genes aux protéines
ADN et génes

I’ADN est une longue molécule en forme de double hélice constituée de quatre sous-unités
appelées nucléotides : 'adénine (A), la cytosine (C), la guanine (G) et la thymine (T). Les
nucléotides se trouvent a l'intérieur de la double hélice, et s’apparient deux a deux pour former
des paires de bases complémentaires (ou paires de bases de Watson-Crick), entre A et T d’une
part, entre C et G d’autre part.
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L’information génétique est portée par certaines parties spécifiques de PADN, les génes.
Le transfert de l'information depuis 'ADN vers les protéines s’effectue au travers de deux
mécanismes distincts : la transcrition et la traduction. Dans le cas des cellules eucaryotes!,
au contraire des cellules procaryote?, un mécanisme intermédiaire d’épissage transforme I’ARN
en ARN messager qui peut sortir du noyau de la cellule pour aller dans le cytoplasme.

Transcription

La synthese des protéines implique un phénomene dit de transcription qui copie une partie
des genes de '’ADN en une molécule d’un type chimiquement et fonctionnellement différent :
I’acide ribonucléique ou ARN. I’ARN, au contraire de ’ADN, est constitué d’un unique brin
composé des mémes nucléotides a la différence pres que la thymine (T) présente dans PADN se
voit remplacer par 'uracile (U) dans PARN.

La synthese de 'ARN est réalisée par des enzymes, les ARN polymérases. Ces ARN po-
lymérases rencontrent aléatoirement les brins d’ADN auxquels ils n’adherent que faiblement.
Cependant, ils se lient trés étroitement lorsqu’ils rencontrent une séquence spécifique de ’ADN,
le promoteur, qui contient le site d’initiation de la synthese de ’ARN et indique ou celle-ci doit
commencer. Aprés s’étre lié au promoteur, 'ARN polymérase ouvre une courte région de la
double hélice exposant ainsi les nucléotides. Une des deux chaines sert alors de matrice pour la
formation de la molécule d’ARN par addition séquentielle de nucléotides. Le nucléotide qui doit
étre ajouté a chaque étape est sélectionné pour former avec le nucléotide de la matrice une paire
de bases complémentaires. L’ARN ainsi formé est donc complémentaire de la chaine matricielle
de ADN et porte la méme information génétique.

Dans le cas des cellules eucaryotes, la transcription intervient dans le noyau et est suivi d’un
épissage qui supprime les régions non codantes de '’ARN, pour former de ’ARN messager ou
ARNm. Dans le cas des cellules procaryotes, ’ADN est directement transcrit en ARNm.

Ce mécanisme permet de garder intacte 'information « originale » de ’ADN, et de travailler
sur une copie, ’ARNm, pour le mécanisme de traduction. De plus, les molécules d’ARN sont
relativement courtes (mais suffisamment longues pour fabriquer quelques protéines) par rapport
a P’ADN, puisque seule une partie des génes est transcrite.

Traduction

La traduction d’une séquence génétique en séquence protéinique s’effectue suivant un en-
semble de regles déchiffrées au début des années soixantes et qui constitue le code génétique. Le
code génétique fait correspondre l’alphabet constituant PARNm (les nucléotides A, C, G et U)
a alphabet constituant les protéines qui se compose de vingt acides aminés. La combinaison
de trois nucléotides successifs est appelé codon, et correspond & un acide aminé suivant le code
génétique présenté dans le tableau 5.1. L’ARNm étant constitué de quatre nucléotides, il existe
64 codons possibles, certains acides aminés sont donc déterminés par plusieurs codons. Le code
génétique a été préservé au cours de I’évolution : avec quelques exceptions mineures, il est le
méme dans des organismes aussi variés que les bactéries, les végétaux ou les étres humains.

Le mécanisme de reconnaissance du codon qui transfere I'information génétique de '’ARNm &
la protéine, repose sur des interactions entre paires de bases semblables a celles qui interviennent
lors du transfert d’information entre ADN et ARN. Le systéme mis en ceuvre est cependant
nettement plus compliqué et utilise un ribosome, complexe moléculaire de plus de cinquante
protéines différentes associées a plusieurs molécules d’ARN. Le ribosome trouve tout d’abord un

Les cellules & noyau.
2Les cellules sans noyau.
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Position 1 Position 2 Position 3
U C A G
U Phe Ser  Tyr Cys U
U Phe Ser  Tyr Cys C
U Leu Ser STOP STOP A
U Leu Ser STOP Trp G
C Leu Pro  His Arg U
C Leu Pro  His Arg C
C Leu Pro Gln Arg A
C Leu Pro Gln Arg G
A Ile Thr Asn Ser U
A Ile Thr Asn Ser C
A Ile Thr Lys Arg A
A Met Thr  Lys Arg G
G Val Ala  Asp Gly U
G Val Ala  Asp Gly C
G Val Ala  Glu Gly A
G Val Ala  Glu Gly G

Lors de la traduction, des groupes de trois nucléotides (codons) d’une molécule d’ARNm sont
traduites en acides aminés. Par exemple, le codon GUG est traduit en valine (Val), le codon
CGU en arginine (Arg).

TaB. 5.1 — Code génétique

site spécifique sur ’ARNm pour débuter sa phase de lecture. Au fur et & mesure qu’il se déplace
le long de la molécule, le ribosome traduit la séquence nucléotidique en séquence d’acides aminés,
codon par codon. Quand le ribosome arrive au bout du message caractérisé par le codon STOP
(UAA, UAG ou UGA), il se détache. La séquence linéaire d’acides aminés se replie alors pour
former concretement la protéine.

La figure 5.1 résume les mécanismes de transfert d’information depuis PADN et les genes
jusqu’a la protéine.

5.1.2 Notions de régulation

La différenciation cellulaire, autrement dit I’obtention de cellules différentes apres divisions
successives de cellules de départ identiques, dépend en grande partie de la modification de
I'expression des génes®. La régulation de 'expression des génes peut s’appliquer & chaque étape
menant de PADN & la protéine. Une cellule peut notamment contréler les protéines qu’elle
synthétise :

e en controlant quand et a quelle fréquence un gene est transcrit,
e en sélectionnant dans le noyau les ARNm devant étre conduits dans le cytoplasme,
e en sélectionnant dans le cytoplasme les ARNm devant étre traduits

Pour la plupart des genes, les processus de controle prépondérants se situent lors de la transcrip-
tion. Les cellules eucaryotes contiennent une grande gamme de protéines qui se fixent a ’TADN

3Un gene s’exprime lorsqu’il est transcrit puis traduit en protéine.
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Procaryotes Eucaryotes
/ Cytoplasme \
/ Noyau \
\ ADN
ADN TRANSCRIPTION
TRANSCRIPTION ARN
ARNm
k EPISSAGE /
‘ TRADUCTION
Protéine eeeeeeeeeecoeccee ARNm
/ TRADUCTION

@éine e0000000O /

Fi1G. 5.1 — Le transfert d’information de 'ADN a la protéine
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Régulation positive (Activation)

Inhibé e Activé
L] smey | — [(@@] seney |

Promoteur 1 Tz
S
ARN Taux d’expression de y
La protéine X se fixe sur le promoteur et active le géne y. en fonction de celui de zx
Régulation négative (Inhibition)
Activé 9 Inhibé
OO0 &y ) — (I ey ]
Promoteur l Tz
S
ARN Taux d’expression de y
La protéine X se fixe sur le promoteur et inhibe le gene y. en fonction de celui de x

Fia. 5.2 — Influence de I'activation et de I'inhibition sur I’expression d’un gene

au niveau des séquences spécifiques (le site promoteur par exemple) dont la fonction princi-
pale est d’activer ou d’inhiber les genes. Chacune de ces protéines régulatrices de génes n’est
présente qu’en un nombre relativement faible de copies par cellule et reconnait une séquence
d’ADN particuliere dont la longueur est habituellement de dix & quinze nucléotides. La fixation
de ces protéines peut soit faciliter (régulation positive, ou activation) soit réprimer (régulation
négative, ou inhibition) la transcription d’un geéne.

En particulier, les protéines produites par les mécanismes de transcription et traduction
d’un géne donné peuvent a leur tour activer ou inhiber la transcription d’autres genes. Pour
simplifier, on dira qu’un géne active ou inhibe un autre gene. La figure 5.2 présente I’évolution
de 'expression d’un gene y en fonction de I'expression d’un gene x l'influencant. Cette influence
passe par l'intermédiaire de la protéine X, traduite & partir de x. Les courbes a droite montrent
en particulier que 'influence d’un gene sur un autre est sigmoidale. Si le taux d’expression du
gene x est inférieur au seuil .S de la sigmoide, il n’aura pas, ou trés peu, d’influence. Au contraire,
des que 'expression du gene dépasse ce seuil, 'influence est effective.

Réseau de régulation génétique. Le phénomene de régulation génétique est habituellement
représenté sous la forme d’un graphe orienté et étiqueté appelée réseau de régulation génétique.
Les sommets du graphe correspondent alors aux différents genes ou protéines produites a partir
de genes; un arc d’un gene x vers un gene y sera étiqueté « + » pour indiquer que x active la
transcription de ¥y, ou « - » pour indiquer que = inhibe y.

5.1.3 Dynamique des réseaux de régulation génétique

L’étude des réseaux de régulation s’intéresse en particulier a 1’évolution temporelle de ’ex-
pression des genes. Il s’agit en fait de considérer un réseau de régulation dans un état de départ
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i.e. de définir les taux d’expression de chacun des génes du réseau, et d’étudier 1’évolution de
ces taux au cours du temps.

Discrétisation

L’influence d’un gene sur un autre étant de nature sigmoidale, les différents modeles —
tels ceux de René Thomas ([Tho91, TTK95]) et ses généralisations ([BCCT03, PC03]) — s’at-
tachent en général a simplifer ’analyse du taux d’expression, qui est une donnée continue, en le
discrétisant, chaque « niveau » correspondant a un palier de la sigmoide. A un niveau d’expres-
sion spécifique d’un gene correspond la capacité de ce gene a influencer (i.e. activer ou inhiber)
ses genes cibles. La capacité de régulation d’un gene a un niveau donné n’est pas nécessairement
maintenue a un autre niveau.

Supposons par exemple qu’un gene y puisse a la fois activer un gene z et inhiber un gene .
L’influence de y sur z et x dépend directement du taux d’expression de y. La figure 5.3 présente
ainsi le taux d’expression de x et z en fonction du taux d’expression de y, on notera en particulier
les valeurs des seuils des sigmoides S, et S,. La méme figure montre également la superposition
de ces deux courbes. Trois comportement possibles existent pour le gene y :

e si le taux d’expression de y est faible, i.e. 7, < S;, y active x et inhibe z;

e sile taux d’expression de y est intermédiaire, i.e. S, < 7, < S;, y inhibe x et z;

e si le taux d’expression de y est élevé, i.e. S, < 7, y inhibe x et active z.
Le modele discret fait alors correspondre a chacun de ces comportements un niveau d’expression
du gene y. Le premier niveau, noté 0, (ou 0 s’il n’y a pas d’ambiguité), correspond a un taux

d’expression de y inférieur & S, ; le deuxieme niveau, noté 1, (ou 1), correspond & S, < 7, < S ;
le troisieme niveau, noté 2, (ou 2), correspond & un taux d’expression de y supérieur a 5.

Graphe d’états

La dynamique de régulation se modélise habituellement par un graphe d’états ou chaque
sommet incarne un état du systeme, 7.e. attribution d’un niveau aux différents genes composant
le réseau de régulation. Les arcs du graphe d’états représentent quant a eux les transitions d’un
état vers un autre. Ces transitions suivent les regles établies précédemment, autrement dit, si
y active z et que le systéme se trouve dans 1'état (1,,0,), il évoluera naturellement vers I’état
(1,,1,).

Formellement, dans le cas d’'un réseau a m genes, chaque gene admettant deux niveaux
d’expression, le graphe d’états correspond au graphe d’une relation — : 2" — 2". L’activation
et I'inhibition de z par y implique respectivement ’existence des deux transitions :

e si y active z, on observe les deux transitions suivantes
(s 0yyny 1) — (0o, 0y,0.0,04,.00)
(cosly, oy 02y) = (s 1y, 15,000
e si y inhibe z, on observe les deux transitions suivantes
(.o 0yy.y0z000) = (0o, 0y, .00, 15,000)
(oo ly, o1 00) = (o 1y, 0,040
Deux formalismes principaux existent pour décrire les situations ou plusieurs transitions
seraient possibles simultanéement.

e Dans les modéles synchrones ([Kau69, Kau93]) tous les transitions possibles sont réalisées
en méme temps. Ainsi, dans le réseau de régulation de la figure 5.3, I’état (1,,1,,0,)
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O, ®

Réseau de régulation

®

Tx Tz

| Ty |
Sz S,
Taux d’expression de = Taux d’expression de z
en fonction de celui de y en fonction de celui de y

S, 5.

Superposition des deux courbes

Les niveauz d’expression de y (notés 0y, 1, et 2,) sont obtenus en discrétisant son taur d’ex-
pression Ty, et dépendent des seuils Sy et S, des sigmoides. Le niveau 0, correspond a 1, < S,
le niveau 1, a Sy <7y < S, et le niveau 2y 4 S, < 7.

Fia. 5.3 — Niveaux d’expression d’un gene
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+

O—O—O

Réseau de régulation

Graphe d’états

Dans le graphe d’états, les triplets correspondent auz valeurs associées respectivement a x, y et
z. Les niveauz sont notés 0;, 1; et 2; pour le géne 1. En grisé les états stables du graphe d’états.

I
o
v
i

F1G. 5.4 — Graphe d’états asynchrone du réseau de la figure 5.3

correspond a une situation ou z inhibe = et active z. Les deux transitions peuvent avoir
lieu simultanéement, et se représentent dans le graphe d’états par (1,,1,,0,) — (04, 1,,1;).

Dans les modéles asynchrones ([Tho73, BCRGO04]), une seule transition a la fois est auto-
risée. Autrement dit, une transition entre deux états implique que ces états ne different
que par le niveau d’expression d’un seul gene. Dans le cadre de ’exemple précédent, on
observera donc les deux transitions séparément, ce qui ce traduit dans le graphe d’états
par (1;,1,,0,) — (0z,1,,0:) et (15,1y,0;) — (14, 1,,02).

Le formalisme asynchrone considere que les vitesses de transition peuvent varier et que, étant
donné un état initial admettant deux transitions possibles, I'une des deux se produira et placera
le systeme dans un nouvel état, avant que l'autre transition n’ait effectivement lieu. Dans la
suite du chapitre, nous ne considérerons plus que cette approche. Le graphe d’états asynchrone
complet du réseau de régulation de la figure 5.3 est donné figure 5.4.

Etude de la dynamique

Dans le cadre de 'analyse de la dynamique d’un réseau de régulation, un intérét particulier
est porté a la détermination d’états stables, ou de cycles limites.

e Un état stable est un état du graphe d’ou aucun arc ne part. Il correspond en fait a une
situation ou tous les genes influencés sont dans un état conforme & ces influences. Si on
laisse le systéme évoluer, il reste continuellement dans le méme état. Par exemple, I'état
(0z,1y,1,) de la figure 5.4 est un état stable.

e Un cycle limite est une suite finie d’états telle que chaque état de la suite ne peut évoluer
que vers I’état suivant, et le dernier état ne peut évoluer que vers le premier état de la
suite. Les circuits élémentaires négatifs de la figure 5.7 (page 109) présentent de tels cycles
limites.

Les états stables ou les cycles limites permettent de déterminer dans quel(s) état(s) se situera
le réseau de régulation. Dans le cas d’un état stable, le réseau n’évolue plus, dans le cas d’'un
cycle limite, le réseau continue d’évoluer, mais les états admissibles sont contraints a rester dans
le cycle.
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5.2 Le jeu de régulation

Les réseaux de jeux permettent de décrire les réseaux de régulation génétique en identifiant
les interactions entre genes a des jeux. Trois composants définissent chacun des jeux : les agents,
les stratégies et les gains.

e Les agents incarnent les acteurs du modele. Dans le cadre de la régulation génétique, ils
correspondent naturellement aux genes ou produits de genes.

e Les stratégies incarnent des actions caractéristiques des joueurs. Plus précisément, nous
entendons par action caractéristique un état capable d’influer sur le comportement des
autres agents. Chaque stratégie suppose donc qu’elle a un effet différent sur au moins un
des agents. De fait, les stratégies des joueurs sont identifiées aux niveaux d’expression des
genes.

e L’attribution des gains est fondamentale dans la modélisation des réseaux de régulation
génétique, puisqu’elle contraint le calcul des équilibres de Nash, et donc des équilibres
globaux qui sont assimilés aux états stables du réseau de régulation. La définition des gains
modélise la dynamique des interactions en s’appuyant sur les expériences et observations.

Les regles que nous présentons ci-apres s’attachent a définir une méthode d’attribution en
fonction des états des différents agents. De maniere informelle, le gain d’un géne est d’autant plus
élevé que son niveau d’expression est conforme aux influences qu’il subit. Cette regle d’attribution
est utilisée pour déterminer les gains des régulations élémentaires (un géne activant ou inhibant
un autre gene). Ces jeux élémentaires peuvent alors étre combinés pour modéliser des réseaux
plus complexes.

5.2.1 Modélisation des régulations élémentaires

Dans le cadre des régulations élémentaires, le joueur régulateur ne régule qu’un seul gene,
nous n’avons donc a considérer qu'une seule sigmoide, un seul seuil et deuz niveaux d’expression.

Gains du joueur régulé. Considérons le cas de 'activation de y par z.

e Si z est au niveau 0, le géne y est inhibé. De fait, la stratégie de y la plus conforme a
I'influence de x est la stratégie 0,. Le gain de y dans la configuration (0,,0,) doit donc
étre supérieur au gain de y pour la configuration (0, 1,).

e Dans le cas ou x est au niveau 1, la géne y est activé, et donc le gain de y dans la
configuration (1;,0,) doit donc étre inférieur au gain de y pour la configuration (1,,1,).

Des considérations similaires interviennent dans le cas de l'inhibition. Ces relations d’ordre
entre les configurations suffisent a décrire le jeu entre x et y, et peuvent étre considérée comme
le point de vue qualitatif de la descrition. Quantitativement, tout gain respectant ces relations
permettra de calculer les mémes équilibres de Nash en stratégies pures. Nous suivons alors un
regle d’attribution élémentaire qui associe un gain de 1 si la stratégie jouée est conforme aux
influences subies, et de 0 sinon.

Gains du joueur régulateur. Le joueur régulateur n’étant soumis a aucune influence, nous
lui attribuons pour chaque configuration un gain de valeur arbitraire noté ¢ (voir chapitre 4) ne
contraignant pas les calculs d’équilibres.

La figure 5.5 présente ainsi les jeux associés a l'activation ou & I'inhibition d’un joueur y par
un joueur x.
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Fia. 5.5 — Régulations élémentaires, jeux et graphes d’états associés

E‘quilibres. Les équilibres de Nash des jeux sont représentés en grisé dans la table de gains.
On retrouve des résultats capturant les états stables de la dynamique du réseau : dans le cas de
Pactivation, les deux genes sont au méme niveau (soit 0, soit 1) ; dans le cas de I'inhibition, les
deux genes sont a des niveaux différents (si x est au niveau 0, y est au niveau 1 et inversement).

5.2.2 Modélisation des circuits élémentaires de régulation

Les gains associés aux régulations élémentaires étant définis, il devient possible de combiner
ces régulations pour former des jeux de régulation plus complexes et en particulier des circuits
de régulation.

Circuits positifs et négatifs. On distingue deux types de circuit de régulation : les circuits
positifs et les circuits négatifs. Les premiers sont composés d’un nombre pair d’arcs de signe « - ».
Les seconds sont composés d’un nombre impair de signe « - ». René Thomas ([Tho91]) considére
que les circuits positifs sont impliqués dans le procédé de différenciation. Ils sont nécessaires
pour qu’il y ait multi-stationarité i.e. ’existence de plusieurs états stables accessibles selon
I’état initial. Les circuits négatifs jouent quant a eux un un role essentiel dans ’homéostasie,
c’est-a-dire dans 'existence d’un cycle limite.

Circuits élémentaires. Les circuits élémentaires se composent de deux genes x et y, et deux
arcs modélisant les influences de = sur y et de y sur z. Ces circuits sont considérés comme
des paradigmes de régulation impliqués dans la différenciation et ’homéostasie. La figure 5.7
présente les quatre circuits élémentaires possibles — suivant que = active ou inhibe y et que y
active ou inhibe x — et leurs graphes d’états associés. Les circuits 1 et 2 sont des circuits positifs
tandis que les circuits 3 et 4 sont des circuits négatifs.

Gains. Les fonctions de gains sont définies en utilisant les regles des régulations élémentaires.
A chaque arc du réseau peut étre associé un jeu. Ce jeu définit les gains d’un joueur (le joueur
régulé) alors que les gains de autre joueur sont tous égaux a e. De fait, dans le cas des circuits
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A partir du réseau de régulation, on crée un jeu par arc (en suivant les régles de régqulation
élémentaires) pour obtenir le réseau de jeu. Celui-ci peut étre simplifié en joignant les deux
jeux créés.

FiG. 5.6 — Construction du jeu d’activation mutuelle

élémentaires, il est possible de simplifier la représentation en joignant les deux jeux en un seul en
suivant la regle de la jointure avec élément neutre (voir le chapitre 4) comme le montre la figure
5.6 dans le cas d’une activation mutuelle. La figure 5.7 résume ces considérations et présente les
quatre circuits élémentaires, leur représentation sous forme de jeu et le graphe d’états associés.

Equilibres. L’observation des résultats de la régulation au sein de ces circuits montre que
les équilibres de Nash, en stratégies pures, sont des états stables qui correspondent a des états
multi-stationnaires tandis que ['absence d’équilibres purs de Nash peut étre représentative de la
présence des boucles de rétroaction qui mene a [’homéostasie dans un systéme fermé.

Plus précisémment, pour le cas (1) nous avons deux états possibles qui sont (04,0,) et
(1;,1). Le premier correspond a I’absence de production des protéines x et y. Ceci mene a
un état d’équilibre oli aucun gene n’est exprimé. Le deuxieme état d’équilibre correspond a
Pexpression des deux genes, et a la présence des deux protéines. Les cas (3) et (4) correspondent
a des circuits négatifs, et n’admettent pas d’équilibre de Nash en stratégie pure. Néanmoins, les
quatre configurations de chaque jeu constitue un cycle limite.

5.2.3 Un petit réseau de circuits élémentaires

Nous présentons ici la modélisation d’un réseau de régulation mettant en jeu plusieurs circuits
élémentaires. Ce réseau est représenté sur la figure 5.8 (page 111) : le géne y participe & la fois a
une inhibition mutuelle avec x, et & une activation mutuelle avec z. Le réseau de jeux associé a ce
réseau de régulation est alors constitué de deux jeux modélisant d’une part I’inhibition mutuelle
entre = et y, et d’autre part 'activation mutuelle entre y et z.

Stratégies. Les joueurs x et z n’influencent quun seul joueur (le joueur y), on leur attribue
donc chacun deux stratégies, notées 0 et 1 et correspondant a leurs niveaux d’expression possibles.

Le joueur y influencant deux joueurs, lui sont attribuées trois stratégies 0,, 1, et 2, corres-
pondant aux trois niveaux d’expression. Le niveau 0 correspond & une situation ou le géne y ne
s’exprime pas, et le niveau 2 a une situation ou le gene s’exprime totalement, c’est-a-dire qu’il
inhibe x et active z.

Une question se pose alors pour déterminer la correspondance du niveau 1 intermédiaire :
quels sont les seuils d’activation et d’inhibition de y 7 Nous avons détaillé, sur la figure 5.3, le
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En grisé, dans les tables de gains, les équilibres de Nash. En grisé, dans les graphes d’états, les
états stables.

Fia. 5.7 — Circuits élémentaires, jeux et graphes d’états
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cas ot l'inhibition s’exprime avant [’activation, autrement dit dans le cas ou S, < S,. Dans ce
cas, le niveau 1 correspond a une situation ou y inhibe x et z. Dans le cas ou S; > 5., on se
trouve dans une situation oppposée pour la stratégie 1, : y active x et z.

Gains. Que l'on consideére la situation S, < S, ou S, > S,, I'attribution des gains peut se
résumer par les deux tables suivantes, oli 7, indique le taux d’expression de y :

x/y‘Ty<Sx Ty > Sz z/y‘Ty<Sz Ty > S
0, (0,0) (1, 1) 0, (1, 1) (0,0)
1, (1, 1) (0,0) 1, (0,0) (1, 1)

La relation d’ordre entre les niveaux et les seuils permet de déterminer les gains a attribuer.
Supposons par exemple que S; < S, alors

e 7, < S, correspond au niveau 0, 7, > S; correspond aux niveaux 1 et 2; et la table de
gains pour le jeu de double inhibition est
xz/y | 0y 1, 2y
0, | (0,00 (L1 (1,1)
L (L) (0,0) (0,0

e 7, < S, correspond aux niveaux 0 et 1, 7, > S, correspond au niveau 2; et la table de
gains pour le jeu de double activation est
2y 0y Ly 2y
0. (1,1) (1,1) (0,0)
1, | (0,0) (0,0) (1,1)
La figure 5.8 prend en compte ces différentes considérations et fournit les réseaux de jeux
correspondants.
Il est intéressant de noter que le calcul des équilibres globaux fournit trois possibilités. Deux
de ces possibilités sont identiques pour S; < S, et S; > S,. Le troisieme équilibre differe suivant

le réseau de jeux considéré :

e dans le cas S, < S, la configuration (0., 1,,0) est un équilibre global, et correspond & la
situation ou y inhibe a la fois x et v,

e dans le cas S; > S, la configuration (1,,1,,1;) est un équilibre global, et correspond a la
situation ou y active a la fois = et y

Ces deux équilibres modélisent des situations permettant éventuellement de déterminer quel
est 'ordre des seuils S, et S,. En effet, seule I'une des deux modélisation (S, < S,) permet
d’observer un état stable avec les genes x et z au niveau 1. Si un tel état est observé, il est alors
possible d’en déduire que S, < S, est correct au contraire du modele S, > S,.

5.3 Régulation de la division cellulaire

Dans cette section nous modélisons un réseau impliqué dans la régulation de la division
cellulaire et faisant intervenir trois genes : pb3, p21 et cdk2.

5.3.1 Le modele biologique

La reproduction cellulaire implique que les cellules dupliquent leur contenu avant de se diviser
en deux; ce phénomene est appelé division cellulaire. Les organismes pluricellulaires se forment
a la suite de séquences complexes de divisions cellulaires et parallelement de structurations
d’ensembles pluricellulaires (tissus), eux-mémes structurés en organes, eux-mémes structurés
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- +
Réseau de régulation

7 7

z/y | Oy 1y 2y z/y ‘ Oy 1y 2y
Oz (0,0) (1,1) (1,1) Oz (0,0) (0,0) (1,1)
e | (1,1) (0,0) (0,0) e | (1,1) (1,1) (0,0)

2/y | Oy ly 2y z/y |0y Ly 2y
0, (1,1) (1,1) (0,0) 0, (1,1) (0,0) (0,0)
1. | (0,0) (0,0) (1,1) 1. | (0,0) (1,1) (1,1)
Réseau de jeux pour S, < S, Réseau de jeux pour S, > S,
(12, 0y,0:) (12, 0y, 0:)

(Ox, 1y, OZ) Trois équilibres globaux (1:,;, 1y, 1z)
(02,2y,1.) (04,2y,12)

Deuzx modélisations dépendant des seuils d’activation et d’inhibition de y. Dans chaque cas,
trois équilibres sont trouvés dont deux identiques. exactement dans le cadre booléen.

Fi1a. 5.8 — Un réseau de régulation a deux circuits élémentaires
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Division
M
M phase de division (mitose)
(1  phase de biosynthese élevée
S phase de duplication de ’ADN
G5 phase de réparation
Interphase

Fia. 5.9 — Cycle cellulaire

en organisme. Méme lorsque un animal ou végétal est arrivé a maturité, la division cellulaire
continue a se produire et constitue un moyen de compenser les pertes de substance liées a la
dégradation et aux agressions subies. Ainsi un étre humain adulte doit fabriquer des millions de
nouvelles cellules par seconde, simplement pour maintenir le statu quo entre la « naissance » et
la « mort » de ses cellules.

La duplication de la plupart des composants cellulaires ne nécessite pas un controle tres strict.
Il existe cependant une exception notable pour ’ADN, support de 'information génétique, qui
doit toujours étre parfaitement dupliqué puis divisé entre les deux cellules filles. Pour ce faire,
des mécanismes de controle existent en amont de la phase de division cellulaire. En effet, la
phase de division cellulaire ou phase M (pour mitose) n’occupe qu'un breve période du cycle
de reproduction cellulaire (environ dix pour cent). L’intervalle entre deux phases M est appelé
interphase, et constitue une période durant laquelle des travaux préparatoires élaborés s’effec-
tuent pour la division selon une séquence soigneusement ordonnée. La cellule passe la majeure
partie de sa vie en interphase. Ainsi, pour les cellules a division cellulaire rapide, I'interphase
dure généralement entre 16 et 24 heures alors que la mitose ne prend qu’une a deux heures
([ABL*83]).

La figure 5.9 résume les différentes phases du cycle cellulaire, et fait apparaitre les trois
phases successives (G1, S et Ga) composant I'interphase ([Bas01]) :

e pendant la phase G1, les activités de biosynthese de la cellule (qui se poursuivent lentement
pendant la phase M) recommencent a une vitesse élevée,

e la phase S commence au moment de la syntheése de PADN et se termine lorsque le contenu
du noyau en ADN a doublé,

e la phase G5 intervient apres la phase S et se poursuit jusqu’a la phase M, des mécanismes
de réparation permettent corriger les erreurs produites pendant la synthese de ’ADN.

Plusieurs mécanismes controlent le cycle cellulaire et permettent de conserver l'intégrité
de l'information génétique ([ABLT83, Bas01]). Ces mécanismes reposent essentiellement sur
deux structures protéiniques complémentaires appelées cycline-dependent-kinase (Cdk) et cy-
cline. Cdk et cycline s’associent et forment des complexes jouant un role important dans les
processus de mitose. En particulier, certains genes définis en tant que « suppresseurs de tu-
meur », peuvent arréter le cycle cellulaire a des points de controle critiques afin de réparer les
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Fi1G. 5.10 — Le réseau de régulation entre p53, p21 et cdk2

cdk2/p53 | 0 1
0 (&,0) (e, 1)
1 (g, 1) (e,0)

p21/cdk2 | 0 1

@ 0 (e,0) (e, 1)

En grisé, les équilibres de Nash de chacun des jeux.

Fia. 5.11 — Réseau de jeux modélisant le réseau de régulation entre p53, p21 et cdk2

dommages subis par ’ADN ou d’induire la mort des cellules.

Le passage de la phase (G1 a la phase S est ainsi régulé par le gene p53. Dans le cas ou ’ADN
génomique se trouve endommagé, d’une maniere ou d’une autre, le gene pb3 est activé et la
cellule se trouve bloquée dans la phase G du cycle cellulaire. La cellule ne peut alors plus se
diviser, et la formation d’une tumeur est évitée. Le géne p53 a également pour effets d’activer la
réparation de ’ADN et, si les dégats sont trop importants, de déclencher la mort programmée,
ou apoptose, de la cellule. Le géne p53 inhibe la transition de G1 a .S en stimulant I'expression du
gene p21, qui participe a cette régulation en inhibant ’expression des protéines kinases comme
la cyclin-dependent-kinase 2 (cdk2) ([WPSYO04]). La protéine cdk2 peut également s’associer a
la cycline pour inhiber la transcription de p53. Le réseau de régulation entre p53, p21 et cdk2
est représenté figure 5.10.

5.3.2 Modélisation par les réseaux de jeux

Réseau de jeux. Chaque gene du réseau de la figure 5.10 n’influence qu’un seul autre gene,
deux stratégies leur sont donc associées. Le réseau de jeux obtenu en utilisant les regles de
régulations élémentaires est présenté figure 5.11. Il se compose de trois jeux entre chacun des
joueurs pb3, p21 et cdk2.

Jeu. La représentation par réseau de jeu permet de capturer la localité des interactions du
réseau de régulation, en décrivant spécifiquement chaque interaction. Néanmoins, dans chaque
jeu, un des joueurs voit son gain égal a €. Il est alors possible de joindre les trois jeux du réseaux
en suivant la regle appliquée pour les circuits élémentaires. La table de gains correspondant au
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jeu obtenu est alors la suivante.

Stratégies Gains
pb3  p21  cdk2 | pb3 p21 cdk2
0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 1 1
0 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0
1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 0

Equilibres. Que l'on considere le jeu joint ou le réseau de jeux, les mémes équilibres sont
identifiés :
o (0p53,0p21, Ledrz) correspond & une situation ot pb3 et p21 ne s’expriment pas, cdk2 s’ex-

prime alors, et la cellule peut se diviser;

o (153, 1p21,0c4k2) correspond & une situation ou p53 et p21 sont activés, ils inhibent ainsi
cdk2, empéchant alors la transition G1/S.

5.4 Arabidopsis thaliana

Dans cette section nous nous intéressons a un réseau génétique impliqué dans la croissance
des fleurs d’ Arabidopsis thaliana ([MAB98, MABOO]). Ce réseau constitué de quinze génes a été
modélisé par un réseau de jeux, a I'aide du logiciel GNET-PAD présenté dans le chapitre 6 (figure
6.5, page 128).

5.4.1 Le modele biologique
Un organisme modéele

L’arabette des dames, ou Arabidopsis thaliana, est une petite plante membre de la famille
des moutardes qui présente plusieurs avantages majeurs en tant qu’« organisme modele » pour
la recherche génétique dans le monde végétal :

e la petite taille d’A. thaliana permet de la cultiver en grande quantité dans des tubes a
essais, mais également sur le terrain (environ un millier de plants par meétre carré) ;

e son cycle de développement est court (le cycle graine/plante/graine ne dure que deux
mois) ;

e un plant produit environ 40000 graines ;

e le génome d’A. thaliana est de 'ordre 157 millions de paires de bases ([BLPJ03]) réparties

sur cinq chromosomes et 25500 genes ce qui en fait un des plus petits génomes connus
dans le monde végétal, et le premier a avoir été séquencé en 2000 ;

e enfin, 'absence d’intéréts économiques sur cette espece facilite la diffusion des informations
entre laboratoires.
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Développement floral

On trouve dans la grande majorité des angiospermes* un plan de développement floral iden-

tique. Tous présentent quatre types d’organes (sépales, pétales, étamines et carpelles) qui de plus
apparaissent suivant un schéma spatio-temporel typique : les sépales apparaissent tout d’abord
a lextérieur de la fleur, puis les pétales et les étamines, en enfin les carpelles au centre de la
fleur ([Rud92]). Les études au niveau moléculaire suggerent également la conservation des genes,
et de la plupart de leurs interactions, impliqués dans le développement floral des angiospermes
([FTAO4]).

Des études expérimentales sur A. thaliana et Antirrhinum majus ont mené au modele ABC
d’expression des genes pour prédire I'identité d’un organe floral primordial ([CM91]) :

e les génes de la classe A spécifient le destin des sépales a I'extérieur de la spirale florale,

e les geénes des classes A et B déterminent le développement des pétales dans la seconde
spirale

e les génes des classes B et C déterminent les étamines dans la troiseme spirale,

e enfin, les genes de la classe C seuls influencent les carpelles dans la spirale centrale (la
quatrieme).

Cependant, le modele ABC ne fournit pas d’explication dynamique sur la maniere dont les états
d’équilibres sont atteints et maintenus au travers des interactions entre les génes ABC et non
ABC.

Carlos Espinosa-Soto et al., dans [ESPLABO04], integrent des données sur les genes ABC et
non ABC et proposent un modele de réseau dynamique pour A. thaliana. Notre modele de réseau
de jeux met en valeur les états stables de ce réseau dynamique.

5.4.2 Modélisation par les réseaux de jeux
Données

Notre modélisation se fonde sur des données expérimentales pour proposer un réseau de
régulation génétique, dont les états stables correspondent au développement des quatre organes
floraux (sépales, pétales, étamines et carpelles). Deux types de données sont disponibles dans
[ESPLABO04], d’une part le réseau de régulation a proprement parler, et d’autre part des « tables
d’évolution ».

Réseau de régulation. La figure 5.12 présente le réseau de régulation proposé par Espinosa-
Soto et al.. Ce réseau se composent de quinze genes, huit d’entre eux admettent deux niveaux
d’expression et les sept autres trois niveaux, pour un total de 559872 états possibles. Pour ne
pas surcharger la figure, un géne A activant un géne B est représenté par une fleche de A vers
B en trait plein, alors qu’un inhibition est représentée par un trait pointillé.

Tables d’évolution. Ces tables décrivent I’évolution d’un géne en fonction de I’état de ses
prédécesseurs dans le graphe de régulation. Considérons par exemple le cas du gene SEP qui est
inhibé, d’apres la figure 5.12, par le géne TFL1 et dont la table d’évolution est la suivante :

TFL1 | SEP
0 1
L2 | 0

4Les plantes & fleurs, et donc les végétaux qui portent des fruits.
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En traits pleins les arcs d’activation. En pointillés les arcs d’inhibition.
En noir les agents a trois niveauz d’expression, en gris ceux ¢ deur miveaut.

FiG. 5.12 — Réseau de régulation d’Arabidopsis thaliana
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Cette table décrit 1'état vers lequel tend le gene SEP (colonne de droite) en fonction de ’état
de son prédécesseur TFL1 (colonne de gauche). La table d’évolution représente une inhibition
puisque la présence de TFL1 (niveau 1 et 2) entraine une absence de SEP (niveau 0)

Le cas des genes régulés par plusieurs prédécesseurs est plus complexe car le géne considéré
peut étre activé par certains prédécesseurs et inhibé par d’autres. Considérons par exemple
la régulation de WUS qui s’auto-active, et est inhibé par AG et SEP. La table d’évolution
correspondante est la suivante :

WUS AG  SEP | WUS

0 01,2 01] 0
1 2 1 0
1 2 0 1
1 0,1 0,1 1

Cette table implique plusieurs considérations :
e quelque soit ’état de AG ou SEP, si WUS est au niveau 0, il y restera (premiére ligne) ;

e si WUS s’autoactive, 'inhibition de AG et SEP n’est pas toujours suffisante pour inhiber
globalement WUS :

o WUS est globalement inhibé si AG est au niveau 2 et SEP au niveau 1 (deuxieéme ligne),

o WUS reste activé sinon (troisieme et quatrieme lignes)

L’ensemble des tables d’évolution proposées proviennent de données expérimentales discrétisées,
elles sont disponibles dans ’annexe C.

Construire le réseau de jeux

Structure. Le réseau de jeux a été construit a partir du réseau de régulation et des tables
d’évolution. Plus précisément, a chaque table d’évolution d’un gene donné est associé un jeu
auquel participent le gene considéré et tous ses prédécesseurs dans le réseau de régulation. La
figure 5.13 présente la structure du réseau de jeux sans en détailler les gains.

Gains. Les gains des différents jeux sont attribués en fonction de la table d’évolution. Ainsi,
a chaque geéne correspond un jeu dans lequel on lui attribue des gains égaux soit a 0 soit a 1. Si
un joueur participe a plusieurs jeux, les gains en 0/1 ne lui sont attribués que dans un seul jeu
(celui qui correspond & sa table d’évolution). Dans les autres jeux, ses gains seront tous égaux
a €. Dans le réseau de la figure 5.13, les joueurs sont reliés par un trait pointillé au jeu qui
leur attribue leur gain, et par un trait plein aux autres jeux. Trois joueurs n’ont pas de table
d’évolution attribuée, et donc ne sont reliés a aucun jeu par des pointillés. 11 s’agit des genes
UFO, LUG et CLF qui ne sont influencés par aucun des autres agents.

Reprenons ’exemple de la table entre SEP et TFL1 pour détailler 'attribution des gains. La
figure 5.14 présente le jeu associé a cette table. Dans cette table, TFL1 influence SEP. TFL1 est
alors qualifié de « joueur d’entrée », et SEP de « joueur de sortie ». Les gains de TFL1 sont
tous égaux a ¢, et les gains de SEP sont conformes a la table d’évolution : si la stratégie de SEP
correspond a 1’état donné par la table d’évolution, alors son gain est de 1, sinon son gain est de
0.

La figure 5.15 présente I'attribution des gains correspondant a la table d’évolution de WUS.
Dans ce cas, WUS est a la fois géne d’entrée et de sortie. Son gain sera donc de 1 si son état
prévu (colonne de droite) est identique a son état effectif (colonne de gauche), et 0 sinon.
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UFO SEP 4|__—| ————— wWUuUS CLF LUG
~ ~ -
-

En noir les agents a trois stratégies, en gris ceux o deux stratégies. Les rectangles représentent
des jeux dont on ne détaillent pas les gains. Un agent relié a un jeu par un trait pointillé est
un gene de sortie pour ce jeu, et ses gains sont attribués en accord avec les tables d’évolution.
Un agent reli€ a un jeu par un trait plein est un géne d’entrée, et tous ses gains sont égaux a
€.

Fic. 5.13 — Réseau de jeux d’Arabidopsis thaliana

TFL1/SEP | 0 1

TFL1 | SEP 0| (£0) (,1)
0 1 |— -——— SEP
0

2 (&1 (e

Table d’évolution Jeu associé

Les agents reliés au jeu par un trait plein sont les génes d’entrée. Les génes de sortie sont reliés
au jeu par un trait pointillé. En grisé dans le jeu les équilibres de Nash.

Fi1G. 5.14 — Jeu associé a la table d’évolution de SEP
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Stratégies Gains
WUS AG SEP | WUS AG SEP
0 0 0 1 € €
0 0 1 1 € €
@ 0 1 0 1 € €
]
WUS AG SEP | WUS 0 1 1 1 € €
0 0,1,2 0,1 0 0 2 0 1 c c
1 2 1 1 R N e wWuUS
1 9 0 1 0 2 1 1 € €
1 0,1 0,1 1 1 0 0 1 e e
—1
SEP 1 0 1 1 € €
1 1 0 1 € €
1 1 1 1 € €
1 2 0 1 €
1 2 1 0 5
Table d’évolution Jeu associé

Les agents reliés au jeu par un trait plein sont les génes d’entrée. Les génes de sortie sont reliés
au jeu par un trait pointillé. En grisé dans le jeu les équilibres de Nash.

F1G. 5.15 — Jeu associé a la table d’évolution de WUS

Sur les deux figures 5.14 et 5.15 sont également présentés les équilibres de Nash des jeux.
Au vue des regles d’attribution des gains, ces équilibres correspondent exactement aux états
stables de la table d’évolution. Nous ne détaillons pas ici les gains de tous les jeux, mais ceux-ci
peuvent se déduire des tables d’évolution présentées dans 'annexe C a partir des regles énoncées
précédemment.

Equilibres

La composition des équilibres locaux de chaque jeu du réseau nous a permis de trouver
quarante équilibres globaux parmi les 559872 configurations possibles. Plusieurs de ces équilibres
sont identiques, exception faite des niveaux d’expression des génes LUG, CLF et UFO. Ceci est
da a I'absence de régulation de ces trois genes. En effet, dans notre modélisation, ces genes
se voient attribuer les mémes gains quelles que soient leur stratégie. De fait, ces agents sont
auto-indépendant (définition 3.14, page 67) et donc ne permettent pas de réduire le nombre
d’équilibres globaux (lemme 3.1, page 68).

Dans le cadre d’un fonctionnenement normal du réseau de régulation et du développement
floral d’A. thaliana, les geénes LUG et CLF se trouvent a un niveau 1 d’expression. On ne
trouve plus alors que dix équilibres globaux qui correspondent effectivement a des états stables
biologiques, et plus précisément a des états menant a terme a des cellules de types différents. Le
tableau 5.2 présente ces équilibres et leur correspondance avec le type cellulaire.

Les résulats obtenus avec la modélisation par réseaux de jeux sont conformes a ceux présentés
par Espinosa-Soto et al. dans [ESPLABO04| dans le cadre d’une souche non mutée d’A. thaliana.
On peut remarquer en particulier que les deux configurations d’équilibre pour les pétales et les
étamines ne se différencient que par le niveau d’expression du gene UFO. Ce résultat, observé
dans [KM96], indique que ce géne n’est pas critique pour le maintien de 'identité cellulaire des
pétales et étamines. Les quatre équilibres de 'inflorescence sont identiques, exceptions faites
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Types cellulaires
Inflorescence | Sépales | Pétales Etamines Carpelles

FT 0 0 0 O 1 1 1 |1 1 1
EMF1 {1 1 1 1 0 0 0 |0 0 0
TFL1 |2 2 2 2 0 0 0 |0 0 0
LFY ||[0 0 O O 2 2 2 |2 2 2
FUL {0 0 0 O 0 0 0 |2 2 2
AP1 0 0 0 O 2 2 210 0 0
AP3 ||0O 0 O O 0 2 2 |2 2 0
PI 0 0 0 O 0 2 2 |2 2 1
AG 0 0 0 O 0 0 0 |2 2 2
UFO |0 1 1 0 0 1 0 |1 0 0
WUS ||[0 0 1 1 0 0 0 |0 0 0
AP2 |0 0 0 O 1 1 1 |1 1 1
SEP (0 0 0 O 1 1 1 |1 1 1
LUG |1 1 1 1 1 1 1 |1 1 1
CLF |1 1 1 1 1 1 1 |1 1 1

TAB. 5.2 — Equilibres globaux correspondant a un fonctionnement normal

des niveaux d’expression de UFO et WUS, et correspondent & des observations faites dans
[BGHS02, HLO1].

En ce qui concerne les autres équilibres globaux fournit par notre modele, ils sembleraient
correspondre & des états d’équilibres existant chez des souches mutantes d’A. thaliana, obtenues
en contraignant les niveaux d’expression de certains genes. En particulier, dans le cas des mutants
ou le géne LUG se voit imposer un niveau d’expression de 0, nous retrouvons dix équilibres
globaux, qui correspondent aux observations de [LM95].

5.5 Bilan

Dans ce chapitre nous avons présenté les réseaux de jeux dans le cadre de la modélisation des
réseaux de régulation génétique. La régulation génétique décrit les interactions entre des genes
qui peuvent s’activer ou s’inhiber. Dans le cas d’une activation (respectivement une inhibition),
Paugmentation du taux d’expression du géne source entraine I’augmentation (respectivement
la diminution) du taux d’expression du gene cible. Ces processus sigmoidaux sont généralement
discrétisés, et considerent des niveaux d’expression (données discretes) des genes plutot que leurs
taux d’expression (données continues).

Nous avons défini des jeux élémentaires modélisant les régulations élémentaires (un gene
activant ou inhibant un autre géne) et qui se combinent pour former des réseaux plus complexes.
Nous avons en particulier décrit la construction des réseaux de jeux modélisant les quatre circuits
élémentaires de régulation (deux genes s’influengant mutuellement) ainsi que la modélisation d’'un
réseau constitué de deux circuits élémentaires. La définition des jeux élémentaires repose sur une
regle d’attribution des gains qui, informellement, exprime que le gain d’un gene est d’autant plus
élevé que son niveau d’expression est conforme aux influences qu’il subit. Les équilibres globaux
du réseau de jeux en stratégies pures correspondent alors aux états stables du réseau régulation.

La modélisation par les réseaux de jeux a été appliquée dans le cadre de réseaux de régulation
réels. Nous avons notamment modélisé un réseau de trois genes intervenant lors de la division
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cellulaire. Les deux équilibres globaux en stratégies pures du réseau de jeux correspondent alors
aux deux situations d’équilibres biologiques. La modélisation du réseau de quinze genes impliqué
dans le développement cellulaire des fleurs d’Arabidopsis thaliana a mis en évidence quarante
équilibres (sur 559872 configurations possibles). Dix d’entre eux correspondent & des situations
d’équilibres biologiques dans le cadre d’un développement cellulaire normal, et il semblerait que
les équilibres restants correspondent a des équilibres biologiques potentiels, existants chez des
souches mutantes d’A. thaliana.

Les réseaux de jeux ont été utilisés pour modéliser d’autres réseaux d’interactions que le
réseaux de régulation. Ainsi dans [CDMMar| Chafika Chettaoui et al. modélisent un réseau de
transduction du signal, le systeme PAs, impliqué dans la migration des cellules cancéreuses. La
modélisation a mis en évidence deux équilibres globaux en stratégies pures, qui ont été identifié
a posteriori comme des équilibres biologiques.

Plus généralement, la modélisation par réseaux de jeux demande de définir les agents, les
stratégies et les gains de ce réseau. Dans le cadre de réseaux d’interactions biologiques, les agents
pourront étre des protéines, des ARN, des métabolites. .. Les stratégies modélisent les influences
qu’un agent peut avoir sur son environnement. Ainsi, dans le cas d’une protéine on pourra
s'intéresser a sa concentration dans la cellule, pour une molécule on pourra étudier son degré
d’affinité ou encore sa conformation. Enfin, les gains permettent de modéliser la dynamique et
le type d’interactions, et se définissent par une politique d’attribution.

La modélisation repose essentiellement sur la regle d’attribution des gains. En effet, cette
regle conditionne les gains, et donc les équilibres locaux et globaux. La régle que nous proposons
est élémentaire et permet, sur les exemples que nous avons modélisés, de capturer ’ensemble
des états stables du réseau de régulation.

Dans une certaine mesure, la valeur des gains (dans notre cas 0 ou 1) n’est pas importante
si Pordre entre les configurations est respecté (par exemple si = active y alors wu,(0;,0,) >
uy(04,1,)). En effet, étant donné un ordre entre les configurations, les équilibres de Nash (et
donc les équilibres globaux) en stratégies pures sont identiques quelques soient les valeurs des
gains respectant cet ordre. Autrement dit, les états stables restent inchangés par modification
croissante (i.e. respectant l'ordre) des gains.

Les états stables d’un réseau de régulation étant capturés par les équilibres globaux en
stratégies pures, se pose alors la question des cycles limites. Nous avons pu voir dans le cas des
circuits élémentaires de régulation que ’absence d’équilibre pure indique la présence de cycles
limites. Néanmoins, ces cycles ne sont pas capturés avec précision, et de plus ils peuvent exister en
parallele des états stables et donc des équilibres purs. L’idée serait alors de définir une politique
d’attribution des gains permettant de capturer a la fois les états stables par les équilibres purs,
et les cycles limites par les équilibres mixtes.
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Chapitre 6

GNET-PAD POUR LA MODELISATION DES
RESEAUX DE JEUX

Ce chapitre présente GNET-PAD, plateforme logicielle que nous développons pour permettre
la modélisation des réseaux de jeux.

Dans le but d’analyser des réseaux de jeux composés de plusieurs dizaines d’agents, nous
développons une plateforme logicielle, appelée GNET-PAD, qui se fonde sur une interface entre
GAMBIT — une librairie de calcul des équilibres de Nash — et JGRAPH-PAD — a la fois librairie
de modélisation des réseaux et interface graphique.

GNET-PAD permet la modélisation de réseaux de jeux, le calcul des équilibres locaux et
globaux en stratégie pures, ’analyse des dépendances, ainsi que la normalisation d’un jeu, ou
du réseau dans son ensemble. Apres avoir présenté GAMBIT, JGRAPH-PAD et GNET-PAD. nous
illustrons la recherche des équilibres sur I'exemple de la régulation tumorale du chapitre 5. La
normalisation est, quant a elle, présentée sur I’exemple de la figure 4.11 du chapitre 4.

Présentation de GNET-PAD

GNET-PAD s’inscrit dans le cadre des outils de modélisation pour la biologie, & 'image de
SMBio-Net (Selection of Models of Biological Networks, [Ric05, GBCT04]) ou de GNA (Genetic
Network Analyzer, [dJGHP01, dJGHPO03]). GNET-PAD se fonde sur un interfagage entre GAMBIT
et JGRAPH-PAD.

GAMBIT

GAMBIT est la librairie référence pour la modélisation de jeux sous formes stratégique et ex-
tensive. Open Source, développée en C++, principalement par Theodore Turocy, Richard McKel-
vey et Andrew McLennan ([MMTO06]), GAMBIT fournit un ensemble d’outils pour la construction
et analyse de jeux finis non-coopératifs et met a disposition de 'utilisateur plusieurs algorithmes
de calculs des équilibres de Nash, en stratégies pures ou mixtes.
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Concernant les équilibres purs, il est en particulier possible de réduire les jeux stratégiques
par suppression des stratégies fortement dominées (voir le chapitre 1). Les équilibres mixtes
peuvent étre calculés par résolution d’un systéme polynomial (présenté dans le chapitre 1), mais
d’autres algorithmes sont également accessibles suivant les propriétés du jeux. Citons, entre
autres, les algorithmes de Govidan et Wilson ([GWO03]) dans le cadre général, ou, dans le cadre
des jeux a deux joueurs, des algorithmes inspirés de la programmation linéaire et se fondant sur
une représentation précise de la forme extensive [KMvS96].

Dans GNET-PAD, GAMBIT est utilisé pour calculer les équilibres de Nash en stratégies pures
des différents jeux qui composent le réseau.

JGRAPH et JGRAPH-PAD

La librairie JGRAPH développée en Java permet la description et la manipulation de graphes
ou réseaux. De nombreux algorithmes sont disponibles, tels que la recherche de plus court chemin,
ou le probleme de I'arbre couvrant de poids minimum. Les domaines d’application sont vastes,
citons par exemple la possibilité de modéliser :

o des diagrammes UML et des bases de donnée ;
e des problemes de trafic ou de flot, des réseaux de télécommunications ;

e des réseaux électroniques, biochimiques, écologiques, financiers ou sociaux.

Certains logiciels professionnels utilisent d’ailleurs cette librairie, en particulier MetaFlux Viewer
qui autorise la visualisation de voies métaboliques et la modélisation du flux entre les composants
importants de ces voies ([BCC™]). JGRAPH-PAD est le nom de l'interface utilisateur graphique
(GUI) pour la manipulation de réseaux qui se fonde sur la librairie JGRAPH pour leur description.
En plus d’autoriser I’acces a I'ensemble de la librairie JGRAPH, JGRAPH-PAD fournit un cadre
graphique de modélisation que nous avons modifié pour I'adapter aux besoins spécifiques des
réseaux de jeux.

GNET-PAD

GNET-PAD est la réunion de JGRAPH-PAD et GAMBIT au sein d’'une méme plateforme
logicielle. L’interface graphique de GNET-PAD dérive de celle de JGRAPH-PAD. Alors que ce
dernier autorise la créations de lignes et de sommets de toutes formes, les réseaux de GNET-PAD
se composent de sommets-cercles assimilés aux joueurs et de sommets-rectangles correspondant
aux jeux. Les joueurs sont définis par la classe (créée par I'utilisateur) a laquelle ils appartiennent,
et qui impose les stratégies accessibles a 1’agent. A un jeu sont associés les gains de chacun des
joueurs reliés par un arc.

La figure 6.1 présente les éléments caractéristiques d’un réseau modélisé avec GNET-PAD.
Les différentes fonctionnalités de GNET-PAD sont présentées au travers des exemples des deux
sections suivantes. Le tableau 6.1 résume les principales caractéristiques de GAMBIT, JGRAPH-
PAD et GNET-PAD.

GNET-PAD et les équilibres de la régulation tumorale

La figure 6.2 propose la modélisation de réseau p53 — p21 — C'dk2 impliqué dans la régulation
de cellules tumorales et étudié dans le chapitre 5. Elle présente également les équilibres locaux
du jeu entre p21 et C'dk2, ainsi que les équilibres globaux.

Les équilibres locaux, c’est-a-dire les équilibres de Nash des différents jeux qui composent
le réseaux sont calculés a l’aide de GAMBIT. Nous avons implanté ’algorithme combinant les
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F1a. 6.1 — Eléments caractéristiques d’un réseau modélisé avec GNET-PAD

Langage # lignes Fonctionnalités

GAMBIT | C++ 77000 Modélisation des jeux stratégiques
Calcul des équilibres de Nash

JGRAPH | Java 18000 Librairie de graphes

JGRAPH-PAD | Java 50000 Interface graphique
Des sommets et des lignes

GNET-PAD | Java 10000 Des jeux et des joueurs

+GAMBIT Equilibres locaux

+JGRAPH-PAD  Equilibres globaux
Dépendances (locales et globales)
Normalisation (locale et globale)
Sauvegarde sous un format inspiré du XML

TAB. 6.1 — Principales caractéristiques de GNET-PAD
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Fic. 6.2 - Equilibres

équilibres locaux pour déterminer les équilibres globaux résultants. Celui-ci part d’un jeu initial
et calcule les équilibres de Nash. Il cherche alors un équilibre compatible dans les jeux ayant un
joueur commun avec ceux du jeu initial. Si aucun équilibre compatible n’existe entre les deux
jeux, alors il n’existe pas d’équilibre global. Si la compatibilité est possible, I’algorithme continue
jusqu’a avoir visité I’ensemble des jeux.

GNET-PAD, dépendances et normalisation

Les figures 6.3 et 6.4 présentent I'exemple étudié dans le chapitre 4 pour la normalisation
d’un réseau de jeux.

Dépendances. La premiere étape de la normalisation demande de déterminer les dépendances
entre les joueurs du réseau. Dans GNET-PAD, ces dépendances sont calculées pour chaque jeu, et
sont ensuite combinées pour déterminer les dépendances globales. La figure 6.4 illustre le calcul
des dépendances. Deux formats de représentation sont disponibles : soit sous format .DOT
([GKNO02]) qui décrit le graphe de dépendances, soit dans un format postscript qui représente
effectivement le graphe.

Normalisation. A I'aide des dépendances il est possible de déterminer tout d’abord la struc-
ture du réseau normalisé, puis d’attribuer les gains dans un deuxieme temps. Dans GNET-PAD,
la normalisation peut étre appliquée a deux niveaux : au niveau local en normalisant un des jeux
du réseaux, ou au niveau global en normalisant tous les jeux du réseau. La figure 6.4 illustre la
normalisation.

Pour conclure ce chapitre, la figure 6.5 présente le réseau du chapitre 5 impliqué dans la
croissance des fleurs d’Araboidopsis thaliana.
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CONCLUSION

Dans ce document nous avons présenté les réseaux de jeux, un formalisme s’appuyant sur la
théorie des jeux et permettant la modélisation des interactions locales.

La théorie des réseaux de jeux se fonde sur les jeuz stratégiques qui décrivent des situations
de jeux non-coopératives ol les agents en interaction cherchent a maximiser leurs gains. Dans les
jeux stratégiques, les joueurs jouent simultanément, en étant parfaitement informés des stratégies
possibles des adversaires, et des gains associés. Un des points fondamentaux de la théorie des jeux
est la recherche des équilibres de Nash, autrement dit des situations dans lesquelles chaque joueur
est satisfait de la stratégie qu’il a choisie, au regard des stratégies choisies par ses adversaires.

Nous avons étendu les jeux stratégiques en autorisant les agents a participer a plusieurs jeux
simultanément, créant ainsi un « réseau de joueurs et de jeux ». A chacun des jeux du réseau
est alors associée une fonction de gains dont les parameétres correspondent aux stratégies des
joueurs qui participent au jeu, et non a pas celles de tous les agents.

Dans le cadre des réseaux de jeux, les équilibres se définissent a deux niveaux : les équilibres
locaux sont les équilibres de Nash de chacun des jeux du réseau, alors que les équilibres globaux
définissent une situation d’équilibre pour tous les joueurs et tous les jeux du réseau. Nous avons
proposé une méthode de calcul des équilibres globaux se fondant sur la combinaison des équilibres
locaux compatibles.

Plusieurs réseaux de jeux, distincts par leurs structures ou par leurs gains, peuvent fournir
des équilibres globaux identiques. Nous avons alors défini une notion d’équivalence entre réseaux
de jeux fondée sur I'égalité des joueurs, des stratégies et des équilibres globaux.

Bien que des réseaux équivalents modélisent la méme situation (c’est-a-dire admettent les
mémes équilibres globaux), leur capacité a rendre compte de la localité d’interaction dépend
fortement de leur structure. Nous nous sommes alors intéressé a la recherche des modules
élémentaires composant un réseau. Ces modules élémentaires mettent en évidence les inter-
actions locales du réseau, mais également les dépendances entre joueurs. Plus précisément, nous
avons construit un algorithme de normalisation d’un jeu stratégique qui calcule un réseau de
jeux équivalent, composé de modules élémentaires et respectant les dépendances du jeu initial.

Nous avons utilisé les réseaux de jeux dans le cadre de la modélisation des réseauxr de
régulation génétique qui décrivent les interactions entre des genes pouvant s’activer ou s’in-
hiber. La modélisation repose sur la définition de jeux représentant les régulations élémentaires
(un geéne activant ou inhibant un autre géne) et qui se combinent pour former des réseaux plus
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complexes. Les équilibres globaux du réseau de jeux en stratégies pures correspondent alors aux
états stables du réseau régulation. Dans le modele, les jeux incarneraient alors des modules,
c’est-a-dire des groupes de genes fortement couplés.

Pour faciliter le travail de modélisation, nous avons développé une plateforme logicielle,
GNET-PAD, que nous avons utilisée dans le cadre de réseaux de régulation réels. L’'une des
applications concernait un modele relativement important en nombre de génes d’un réseau im-
pliqué dans le développement cellulaire des fleurs d’Arabidopsis thaliana. La modélisation a mis
en évidence quarante équilibres (sur les 559872 configurations possibles). Dix d’entre eux cor-
respondent a des situations d’équilibres biologiques dans le cadre d’un développement cellulaire
normal, certains des équilibres restants correspondent & des équilibres biologiques potentiels,
existant chez des souches mutantes d’A. thaliana.

Perspectives

Les perspectives envisagées pour la poursuite de nos travaux sont de trois ordres.

e Domaines d’application.
La premiere perspective envisagée concerne les domaines d’application des réseaux de jeux.
Nous avons vu dans le chapitre 5 que les réseaux de jeux permettaient une modélisation des
réseaux de régulation génétique. Plus généralement, le cadre applicatif s’étend a tous les
systemes ou ’étude de la localité est nécessaire a la compréhension du fonctionnement de
ce systeme. Nous envisageons en particulier d’appliquer les réseaux de jeux a des problemes
liés a Internet ou aux réseaux de télécommunication.

e Zones d’équilibres compatibles.

Les équilibres globaux décrivent une situation d’équilibre pour tous les joueurs et tous les
jeux du réseau. Il existe cependant certains réseaux n’admettant pas de tels équilibres. Se
pose alors la question de définir le fonctionnement du réseau dans un tel cas. Nos premieres
réflexions nous poussent a considérer des zones d’équilibres compatibles, autrement dit
rechercher des ensembles de joueurs et jeux admettant des équilibres communs. Il serait
alors possible de découper le réseau suivant ces zones, qui ne seraient reliées entre elles que
par quelques agents. Suivant la stratégie de ces agents de liaison, quelques zones seulement
seraient en situation d’équilibre. Ce découpage permettrait éventuellement de modéliser
la réponse du réseau a différents phénomenes extérieurs imposant des conditions sur les
agents de liaison.

o Jeux multicritéres.

Cette branche de la théorie des jeux a été initiée par Blackwell en 1956 ([Bla56]). Dans
ces jeux, contrairement a la forme stratégique, les agents cherchent & réaliser plusieurs
objectifs, les gains associés a ceux-ci n’étant pas comparables. Autrement dit, le gain de
la forme stratégique devient un vecteur de gains dans les jeux multicritéres. Il pourrait
étre intéressant de modéliser les jeux multicriteres par un réseau de jeux ou, par exemple,
chaque jeu serait associé a un des criteres. De plus les notions d’équilibres développées dans
les jeux multicriteres different sensiblement de celles des réseaux de jeux. En particulier,
les équilibres Pareto correspondraient a une configuration ou les joueurs sont en équilibre
de Nash dans au moins un des jeux auxquels ils participent (et non pas tous). D’autres
raffinements des équilibres de Nash existent (équilibres parfaits, équilibres propres) qui
permettraient d’élargir les notions d’équilibres dans les réseaux de jeux.
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Annexe A

LA FORME EXTENSIVE SUR UN EXEMPLE

Les réseaux de jeux se fondent sur les jeux stratégiques. Il nous semble cependant intéressant
de présenter également la forme extensive, qui est notamment utilisée dans le chapitre 2 consacré
a ’état de D'art sur la localité d’interactions en théorie des jeux. Cet annexe n’a pas pour but
de définir formellement la forme extensive, mais plutot d’en donner I'intuition au travers d’un
exemple. La forme extensive se distingue de la forme stratégique sur deux points :

e d’une part, les joueurs ne jouent pas simultanément,

e d’autre part, ils peuvent ne pas étre parfaitement informés.

L’exemple suivant permet de détailler ces deux aspects.

EXEMPLE A.1 (ROMEO ET JULIETTE JOUENT AUX CARTES)

Roméo et Juliette ont finalement décidé de jouer aux cartes en suivant des régles un peu par-
ticuliéres. Au début de la partie, chaque joueur met un euro dans un pot commun. Roméo tire
alors aléatoirement une carte dans un paquet contenant pour moitié des cartes rouges (les cceurs
et les carreaux), et pour moitié des cartes noires (les piques et les tréfles). Roméo regarde sa
carte sans la montrer a Juliette et décide soit de continuer, soit de s’arréter.

e Si Roméo s’arréte, il montre la carte a Juliette et le jeu se termine.

o Si la carte est rouge, Roméo prend l’argent du pot.

o Si la carte est noire, Juliette prend ’argent du pot.

e Si Roméo continue, il rajoute un euro dans le pot et finit son tour.
Juliette a alors la possibilité soit d’augmenter la mise, soit de passer la main.
e Si Juliette passe la main, Roméo prend I’argent du pot.
e Si Juliette augmente la mise, elle rajoute un euro dans le pot, et la carte est révélée.

o Si la carte est rouge, Roméo prend I’argent du pot.

o Si la carte est noire, Juliette prend ’argent du pot.

Dans ce jeu, les joueurs ne jouent pas simultanément, le choix de Roméo (Continuer ou
Arréter) intervient avant le choix de Juliette (Augmenter ou Passer). De plus, Juliette n’est pas
totalement informée, elle ne connailt pas la couleur de la carte que Roméo a tirée.

La figure A.1 propose la forme extensive associée a ce jeu. FElle se présente sous la forme d’un
arbre. Le sommet le plus & gauche, la racine, correspond au début du jeu. Deux arcs en partent,
et indiquent la probabilité que Roméo a de tirer une carte rouge, ou noire. Les sommets noirs ou
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(27'2)

(17'1)

(17_1>

F1G. A.1 — Forme extensive du jeu de cartes entre Roméo et Juliette

gris modélisent la décision que doit prendre Roméo (sommets noirs) ou Juliette (sommets gris).
Les six feuilles de I'arbre (les sommets & droite) représentent les différentes issues possibles du
jeu. Un couple de gains leur est associé correspondant respectivement aux gains de Roméo et
Juliette.

Lorsque Juliette choisit de passer la main, ou d’augmenter la mise elle ne connait pas la
couleur de la carte. Donc les deux situations « Roméo continue et la carte est rouge » ou « Roméo
continue et la carte est noire » sont totalement équivalentes pour Juliette. On représente cette
situation en reliant par un trait pointillé les deux sommets ou Juliette a un choix a faire. Ainsi,
lorsque Juliette choisit d’augmenter la mise, elle ne sait pas si elle est dans la partie haute de
la forme extensive (carte rouge) et donc gagnera deux euros, ou si elle est dans la partie basse
(carte noire) et qu’elle perdra deux euros.

De par sa représentation sous forme d’arbre, la forme extensive permet de capturer la
séquentialité des choix stratégiques de chaque joueur. Relier les sommets d’un joueur par un
trait pointillé permet également de modéliser I’absence de connaissance de ce joueur par rapport
a ce qui a pu se passer plus tot dans le jeu.
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Annexe B
I

JEUX REPETES ET LOCALITE SPATIALE

Historiquement, les premiers travaux concernant la localité en théorie des jeux datent des
années 90 et concernent les jeux répétés et la localité dite spatiale. Dans D'article fondateur
([E1193]), Glenn Ellison s’intéresse plus précisément aux jeux de coordination, et a 1’évolution
des stratégies jouées par les agents.

Jeux de coordination

Succintement, les jeux de coordination étudiés par Ellison sont des jeux stratégiques (4, C, u)

a deux joueurs ou chaque joueur a la possibilité de coopérer avec son adversaire (stratégie C),
ou bien d’étre égoiste (stratégie F). Les gains associés a chacune des configurations sont définis
par la table suivante :

/2] C B

Cy | (a,a) (c,d)

Ey | (d,e) (b,b)
On impose de plus que a > d — si 'adversaire est prét a coopérer, la meilleure stratégie a jouer
est la coopération — et b > ¢ — si 'adversaire est égoiste, il vaut mieux étre égoiste. Ainsi les
configurations (C1,C3) et (E1, E3) sont équilibres de Nash.

Jeux répétés

Dans ces jeux, on considére un ensemble A, généralement grand, d’agents. Ces agents jouent
les uns contre les autres, en suivant les regles du jeu de coordination. Ces jeux sont répétés, i.e.
on considere un ensemble de date t = 1,2,3, ... et a chacune de ces dates un agent i € A choisit
une stratégie c(; ) € {C;, B}

Le gain g(; 1) d’un agent ¢ a la date ¢ est la somme de ses gains u; dans les jeux de coordination
contre les agents j € A, j # i. Ce gain dépend bien entendu des stratégies c(_; ;) jouées par les
agents j # i a la date ¢, et de la stratégie c(; ;) du joueur i :

g(i,t)(c(fi,t)a C(i,t)) = Z ui(c(j,t)7 C(i,t))
jeA—{i}
Le coeur des jeux répétés se situe dans ’étude de 'influence des stratégies jouées a une date
t — 1 pour choisir quelle stratégie jouer a la date ¢. En effet, un agent ¢ choisira de jouer, a la
date t, la stratégie qui lui aurait assuré un gain maximum a la date t — 1 :

¢y = argmaz {gg—1)(cip—1),¢i) }
¢, €{C,E}
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Localité spatiale

Dans le modele d’Ellison, les joueurs sont situés sur une grille rectangulaire et interagissent
(i.e. jouent) uniquement avec leurs voisins. Un agent modifiera ainsi sa stratégie en fonction des
stratégies de ses voisins, et non plus en fonction de tous les agents du jeu répété.

Ellison analyse alors la dynamique du systeme, c’est-a-dire 1’évolution des stratégies jouées
par chacun des joueurs. Il étudie en particulier la possibilité d’apparition de point fixes — des
situations ol aucun agent ne change sa stratégie — ainsi que l'influence des conditions initiales
ou encore le nombre de voisins considérés.

Certains auteurs se sont intéressés a considérer des jeux de coordination ou les relations entre
les gains sont différentes de celles donnée ici. Le lecteur peut se référer a [NS00] pour un état de
I’art de la localité spatiale dans les jeux répétés.
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Annexe C

TABLES D’EVOLUTION D’Arabidopsis thaliana

Les tableaux suivants présentent les tables d’évolution des genes composant le réseau d’A.
thaliana étudié dans le chapitre 5. Elles indiquent le niveau d’expression vers lequel tend le géne
de la colonne de droite, en fonction des niveaux d’expression des génes des colonnes de gauche.
Dans les tableaux, afin de réduire leur taille, un X représente n’importe quel niveau possible du
gene considéré. Ainsi, dans le tableau indiquant le niveau de TFL1, AP1 possede trois niveaux
d’expression, et X indique n’importe lequel de ces trois niveaux; dans ce méme tableau, le X

pour AP2 représente les deux niveaux qui lui sont associés.

EMF1 | FT
0 1
1 0
AP1 TFL1 | FUL WUS AG SEP | WUS
X 1,2 0 0 X X 0
0 0 2 1 2 1 0
1 0 1 1 2 0 1
2 0 0 1 0,1 X 1
AG LFY TFL1 FT | API AP1 LFY AP2 EMFI1 | TFL1
2 X X X 0 X X X 0 0
0 X X 2 2 2 X X 1 0
1 X X 2 1 0,1 2 X 1 0
0 LFY>TFLL 0,1 | 2 1 0,1 1 1 0
1 LFY>TFL1 0,1 | 1 1 0,1 0 1 1
0,1 LFY<TFL1I 0,1 | O 0 0,1 X 1 2
SEP LFY UFO AP3 PI AG APl | AP3
LFY SEP AP3 PI AG APl | PI ! X X L2 12 L2 X 2
1 X X L2 1,2 X 1,2 2
X X 0 X 0 X |0
0 1,2 1 X X X X 1
X 1 L,2 1,2 1.L,2 X | 2
X 1,2 1 0 X X X 1
X 1 L2 1,2 X 1,2 | 2
’ ’ ; X 1,2 1 X 0o X X 1
1,2 0 L2 1,2 1,2 X 1
X 1,2 1 X X o 0 1
1,2 1 0o 1,2 1,2 X 1 ;
0 X 0 X X X X 0
1,2 1 L2 o0 1,2 X 1
X X 0 0 X X X 0
1,2 1 1,2 L,2 0 0 1
X X 0 X 0o X X 0
0 0 L2 1,2 1,2 X |0
' X X 0 X X o0 0 0
0 1 0o 1,2 1,2 X |0
0 0 X X X X X 0
0 1 L2 0 1,2 X |0
0 1 L,2 1,2 0 0 0 X 0 X 0 xox X 0
’ ' X 0 X X 0o X X 0
X 0 X X X o0 0 0
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Annexe D

PREUVES

Proposition 1.1, page 26

PROPOSITION 1.1 (EQUILIBRE DE NASH = MEILLEURE REPONSE)

Soit (A, C,u) un jeu stratégique. Soit o* € A(C) une configuration mizte. o* est un équilibre
de Nash si et seulement si toute stratégie choisie pour I’équilibre est une meilleure réponse aux
stratégies des autres joueurs :

Vie A o; € Bi(or;)

PREUVE.

c* € Nash((A4,C,u)) & Vie A Vo€ A(Cy) mi(o*;,04) < mi(ory,07)

(2
& Vie A of € argmaz{mi(c*;,0:)}
g €A(C;)

& VieA of € Bi(o))

Lemme 1.1, page 29

LEMME 1.1 (EGALITE DES GAINS)
Soient G = (A, C,u) un jeu stratégique, o* = (c*,,0;) € Nash(G) un équilibre de Nash mizte.
Alors :

Vie A, Yk, E) €[l m? ( (071 £ 0 A of[cF] £ 0) = mi(o%,,cF) =m0, ) )

) —17 1

PREUVE. Soit G et o* définis conformément a 1’énoncé. Pour démontrer le lemme, on démontre
par contraposition que

Vie A, Vke[l:my] of[cF]#0=cFepl(or))
e Supposons qu'il existe i € A, k € [1 : m;] tels que o}[cF] # 0 et & ¢ B7(c*;). On montre
alors que o* n’est pas un équilibre de Nash.

e Soit [ € [1:my] tel que ¢t € BP(0*;). On a donc : m;(c*,, cb) > m;(0*;, cF)

-1 1 —1) 1
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e Soit o} la stratégie mixte du joueur i définie de la maniére suivante :
o ol[ck] =0
0 x1..l *7 .k
o oile;] = ofei] + o7 [c7]
o ailc]] = oflcj] pour j # k,j #1
(On vérifie facilement que o} est bien définie)

e On a alors :

w00l = Y oild)milotd])

= (cildlmiori ) + (il mitotn )+ > alldlmleti,d)
je[l:m;]—{k,l}
( Yty + > oldlmlor, )
je[l:m;]—{k,l}
= (ofldlm(omsc)) + (oFleblmomsd)) + D0 olldlmo%cl)
jelim;]—{k,l}
(oil)mitotine)) + (oilellmtoms )+ Y. ollddlm(ots,cl)
j€[lim;]—{k,l}

> Y ol milor )

je[l'mz}

> mi(or;, o))

—1% (2
e Dong, le gain du joueur ¢ est supérieur lorsqu’il joue o) plutét que o, i.e. of & B;i(c*,) et

o* n’est pas un équilibre de Nash.
|

Théoreme 2.1, page 38

THEOREME 2.1 (05 = &y)
Soit (A, C,u) un jeu stratégique, alors :

v(ij) € A (s =i )

PREUVE. La preuve se fait par contraposition, i.e. on montre que i #,j = i #sj. Soient (A, C, u)
un jeu stratégique et (i, j) € A% deux joueurs tels que i §,j. Par définition :

Ve € Gy, Ve € H Cr  Bjlc—ij, ci) = argmaz {uj(c—ij, ci, ¢j)}
keA—{i,j} €05
Puisque i 4,5, on a :
V(ci, c)) € 02 Ve_; H C; wujle—i,¢) = uj(c—y, c)
jeA-{i}

Donc

Y(ci,c) € C2, Ye_y; € H Cr  Bj(c—ij, i) = argmazx {uj(c_i;, ¢, c;)}
ke A—{i,j} ¢€C;
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D'ou :

V(C,’, C;) c 012, VC_Z'j € H Ck ﬁj(C_ij, CZ') = ﬁj(c_ij, C;)

On en déduit alors que i!d,j

Théoreme 3.1, page 63

THEOREME 3.1 (CALCUL DES EQUILIBRES GLOBAUX)
Soit I' = (o/,C, %) un réseau de jeux. Nous avons alors :

yr= @ (4m1%)

(A wiyew

PREUVE. Soit I' = (&7, C, % ) un réseau de jeux.
e Le théoréeme s’appuie sur la relation

Ve AC) {ot= @ {nloa)15}
(Ad udyew
démontrée de la maniére suivante :
o Soit o € A(C) et p/ = p(a, A7) quelque soit (A7, w/) € % .
o Alors : V((A7, /), <Ajl,uj/>) e, Vie ANA" (p)y=o0;=

()i

o Autrement dit p7 et p/" sont compatibles quels que soient (A7, u?), (A7 ui")) € %2.

o Alors

V(AT ), (AT ) e 2 {15y e {0 1) = {o}

avec o = {

o Et donc ® {P7 T%} ={o}.
(A9 Y ew
e Montrons alors que ¢4(I") C ® (iﬁj (I) T%)
(AT wiYeu
o Soit o* € ().
. o oy o
o o* peut s’écrire sous la forme ® {P 15} avec V(AT u/) €
(Al wiyew
o Or, puisque ¢* est un équilibre global, on a : V(A7 u/) € % p
o Et donc ¢* € ® (%(F) Tfj)
(A3 Y ew
e Montrons enfin que 4(T") 2 ® (iﬂj (T) Ti{j)-
(Adwiyew
o soto e @ (ZM15).

(AT wiyew

o; siie ATuA
1  sinon

U P =plo*, A).

e ().
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o Alors V(Aj,uj> IS4 p(O’*vAj) € Z().
o Et donc o* € 4(T).

Théoreme 3.2, page 68

THEOREME 3.2 (GRAPHE DE DEPENDANCES SIMPLE)

Soit I' = (of ,C, %) un réseau de jeuz. Soit Dr son graphe de dépendances. Si Dr est un graphe
simple, c’est-a-dire si Pr ne contient que des agents auto-indépendants, alors I admet un nombre
infini d’équilibres globauz. Plus précisément, toute configuration du réseau est équilibre de Nash :

G(T) = A(C)

PREUVE. Par définition, nous avons déja ¢(I") C A(C'). Pour montrer ’autre inclusion, considé-
rons un jeu stratégique dont le graphe de dépendances est simple et montrons que toute stratégie
mixte est équilibre de Nash. Alors, par composition des équilibres de Nash, nous pourrons déduire
que toute stratégie mixte de I' est un équilibre global.

Soient G = (A, C,u) un jeu stratégique et P son graphe de dépendances, qui est simple.
En notant Vie A C_; = Hz’eA—{z’} C;, nous avons

e Puisque le graphe de dépendances est simple, alors Vi € A,i Ji, c’est-a-dire
Vi€ A, Y(c;,c}) € C2, Ve € Cy wi(e—sy¢i) = ui(c—y, cf)
e Dongc, étant donné o € A(C) et i € A, nous avons

mi(o) = Z ((Haj[cj]).ui(c)>

c€llicaCi JEA

= Y Y (CIT el (eledute )

C—ienieA—{i} C; ¢;€Cy jGA—{i}

- Z (( H aj[cj]). Z (Ui[ci]-Ui(Cfiaci)))

C*ieHiGA—{i} C;  jeA—{i} ¢, €C;

Puisque : V(c;, ¢j) € C7 uic_i, ¢i) = ui(ci, ), et que :3_, . 07 (c;) = 1, nous avons

mi(o) = Z <( H Jj[cj}).ui(c,i,ci)) Ve; € C

c—i€lliea—gsy O JEA-{i}

e [’équation précédente ne dépend pas de o;, donc le gain du joueur ¢ ne dépend pas de sa
stratégie :
Vie A V(oi,0) € A(C)%, Vo ] AC) milo—i 05) =mi(oi,0})
jeA—{i}

Autrement dit, étant donné o* € A(C) :
Vie A, Vo, € A(C;) (o ;,00) =mi(0r,,07) < mi(c™)

e FEt finalement :
Vo* € A(C) o* € Nash(Q)
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Lemme 3.1, page 68

LEMME 3.1 (AGENTS AUTO-INDEPENDANTS ET NOMBRE D’EQUILIBRES)
Soit G = (A, C,u) un jeu stratégique. Soit & C A ’ensemble des agents non auto-dépendants.
Alors :

Vo', € H A(Cy), Jo* , € H 5(Ci) (o* 4,07) € Nash(G)

i€s i€A—7
. aA ..
. , 4
A * * Y, — (017 T(ﬂ)l SL
avec Vi € (0__]7 Uf)l { (U:ﬂ Tﬁ_f)i sinon

PREUVE. Soient G = (A, C,u) un jeu stratégique et o, € [[;c , A(C;) un profil stratégique
pour les agents auto-indépendants. Nous allons construire o* , € [[;c4_ » A(Cs) tel que o* =
(0* 5,07%) € Nash(G).
e Considérons le jeu G' = (A’ C’ u') défini par
o AA=A-7,
o C'={Ci}ica-.r,
o' : [Lica_ys Ci — RIA™7 I telle que v’ = (u))ica—.s et
Vie A— % Ve_y € H Ci uj(c_y) =mi(c_y,07%)
1€EA-I
(On rappelle que 7 est la fonction de gains mixte du jeu G. La fonction de gains mixte
de G’ est donc 7’ telle que 7'(0_y) = mi(0_#,0%).)
e Le théoreme de Nash nous indique qu’il existe au moins un équilibre de Nash pour G’.
Soit 0* , € Nash(G’) C [[;c4_.» A(C;) un tel équilibre et soit o* = (0* ,,0%).
e Soit alors o* = (0* ,,0%).
o Soit i € A— .7 et 0, € A(C;). Alors :

o (0*;,04) peut s’écrire (¢’ ,,07) en considérant d’une part les agents de A—.# et d’autre
part les agents de .#.

o Puisquei € A— .7, 0/, =0%.

o D’ou :
o, 0 mi(o! s,07%)
= 7i(o’ ;) Par définition de 7’
< wh(o* ) Car o* € Nash(G&')
< mi(o* ,,0%) Par définition de 7’
< mi(or,,07)
o Donc :

Vie A— 7, Vo, € A(C;) mi(0%;,0:) < mi(or,,07)

—1 —10 Y

e Puisque que : Vi € .4 i §,i, nous avons :

Vie S, Vo, € ACy) 7(o%;,00) =n(0”,,07)

—1 —17
e Finalement

Vie A, Vo, € A(C;) mi(or,;,0:) < mi(0r,,07)

)

Et o* € Nash(G)
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Théoreme 4.1, page 88

THEOREME 4.1 (ALGORITHME DE NORMALISATION)
Soitent G un jeu stratégique et I' le réseau de jeux calculé en appliquant l’algorithme de dé-
composition sur G. Alors I’ =¢ G.

PREUVE. Soient G = (A, C,u) un jeu et I' = (&7, C, %) le réseau de jeux obtenu en appliquant
I’algorithme de normalisation sur G. Soit ¢ € A un joueur, ’algorithme de normalisation crée un
jeu qui le contient lui et tous ses prédécesseur dans G, i.e. les joueurs j € A tels que jd,i. Soit
m = (A", u™) un tel jeu.

Elémentarité et conservation (forte) des dépendances

e Par construction de m nous avons : Vj € A™  jd,i

Soit, par définition de la dépendance :

Vi e A" — {i}, (¢, c ])602 de_j € H Cr ui(c—j, ¢j) # uilc—j,cj)
keA—j

Autrement dit :

Vi€ A™ —{i}, e ) € C2 3e e [ G
keA—j

Gains(p((c_j,cj),Am),i) # Gains(p((c_w ), A™), )

Or, puisque j € A™ :

Vi € A™ — {Z}, VC]' S Cj, Vc_j < H Ch, HCT]- S H C
kEA—j keAm—j

p((c—jicj), A™) = (), ¢j)

e Donc :

Vje A" —{i}, 3(c;, ) € CF, A e [ Cw
ke Am—j
Gains((c™;, ¢j),i) # Gains((c™;, ¢}),1)

C—j» G
e Dou:

Vje A™ —{i}, I(cj, j)ECQ 3T € H Cr u* (e, ¢5) # ui* (™, ¢)
keA™m—j

e Finalement : Vj € A™ — {i} joymi
e Donc, m est élémentaire, et puisque A™ = {i} U6 (i), les dépendances sont fortement

conservées.

FEquivalence

e Déja, les joueurs et les stratégies sont les mémes dans G et I'. Reste a vérifier I’égalité des
équilibres. Soit o* € A(C) un configuration mixte (de G ou de I').

e 0" est un équilibre global si, et seulement si, ¢* définit un équilibre de Nash pour chacun
des jeux du réseau. Autrement dit, si chaque joueur maximise son gain dans chacun des
jeux auxquels il participe.
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e Or, pour un joueur ¢ donné, deux types de jeux existent :

(@]

si le jeu ne contient pas tous les prédécesseurs de %, alors les gains de ¢ sont tous égaux
a € et ¢ maximise son gain quelque soit la stratégie jouée;

si le jeu m = (A™,u™) contient tous les prédécesseurs de i, alors o* est telle que i
maximise son gain ;" :

' (plo, A™) = Y [T onles] > ui(c™)

€[ Tpeam C kEA™

Le gain du joueur ¢ pour une configuration o € A(C') dans G est donné par :

m(o) = > ] owler] x wile)

c€[Tpea Cr kEA

Si 'on condidere un joueur j € A — A™, alors j i :

mi(o) = > ST owlerl x ojlej] x wile—j,¢))

c—j€l ke a—gyy Ok ci€Cj keA—{j}

- > IT ocle) x D ojles] x wile—j,¢))

c*jerEAf{j} Ck k:EA—{j} C]'ECJ'

= Z H okler] x ui(c—j, ¢5) Ve; € C

c—j€l ke a5y Cr k€EA-{j}

- L’égalité précédente est vraie pour tout j € A — A™, donc :

Ve ™ e H Cr mi(o) = Z H oklek] X ui(c™™, ™)

keA—Am €[ [peam Cr kEA™

- Or ui(c™™, ™) = Gains (p(a, Am)jz) = u(c™)

7

- Autrement dit, 7" (p(0, A™)) = m;(0) et o* maximise 7" (p(o, A™)) si, et seulement

si 0* maximise 7;(0).

e Finalement, o* est un équilibre global de I' si, et seulement si, o* est équilibre de Nash de
G, et I' et G sont équivalents.
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